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Topik 1

Konsep dan Sistem Bilangan

Tujuan Pembelajaran
1. Mahasiswa memahami konsep dari bilangan asli, bulat negative, rasional dan
irasional dan bilangan kompleks
2. Mahasiswa memahami representasi grafis bilangan real.
Mahasiswa memahami sifat-sifat bilangan real dan bilangan kompleks
4. Mahasiswa mampu menyelesaikan persoalan matematis menggunakan system

bilangan real.

A. Konsep Sistem Bilangan
Sistem bilangan seperti yang kita kenal hingga saat ini merupakan hasil dari

pengembangan secara bertahap seperti yang ditunjukkan dalam daftar berikut.

1. Bilanganasli 1, 2, 3, 4,. ., juga disebut bilangan bulat positip, pertama kali digunakan
dalam menghitung. Simbol bervariasi dengan waktu, misalnya yang digunakan bangsa
Romawi I, 11, I1I, IV. . ., jika a dan b adalah bilangan asli,jumlah a+b dan perkalian
daria.b, (a)(b) atau ab juga disebut bilangan asli. Untuk alasan ini himpunan bilangan
asli dikatakan tertutup di bawah operasi penjumlahan dan perkalian atau memenuhi
sifat tertutup (closure) terhadap operasi ini

2. Bilangan bulat negatip dan nol, dilambangkan dengan - 1, - 2, - 3. . . dan 0 masing-
masing muncul untuk memungkinkan solusi dari persamaan seperti x + b = a, dimana
a dan b adalah setiap bilangan asli. Hal ini mengarah pada operasi pengurangan, atau
invers penjumlahan, dan kita tulis dengan x = a - b, himpunan bilangan bulat positip,
negatip dan nol disebut himpunan bilangan bulat dan tertutup di bawah operasi-operasi
penjumlahan, perkalian, dan pengurangan.

1 4
3

3. Bilangan rasional dan pecahan seperti — % — o 3 1?2 muncul sebagai bagian yang

memungkinkan selesaian persamaan berbentuk bx = a untuk semua bilangan bulat a

dan b di mana b # 0. Hal ini mengarah ke operasi pembagian atau invers perkalian
dan ditulis dengan x = % yang disebut hasil bagi a dan b, di mana a adalah pembilang
dan b adalah penyebut. Himpunan bilangan bulat adalah himpunan bagian atau subset

dari bilangan rasional, karena bilangan bulat sesuai dengan bilangan rasional %dimana

Diktat Mata Kuliah Variabel Kompleks (IEM 213)
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b = 1. Himpunan bilangan rasional tertutup di bawah operasi-operasi penjumlahan,

pengurangan, perkalian, dan pembagian, selama pembagian dengan nol tidak
dilakukan.

4. Bilangan irasional seperti v2 =1.41423. . . dan = 3. 14159. . . adalah bilangan yang
tidak rasional, yang tidak dapat dinyatakan dengan % dimanaa danb b adalah bilangan

bulat dan b # 0. Himpunan bilangan rasional dan irasional di sebut dengan himpunan
bilangan real. Diasumsikan bahwa mahasiswa sudah mengetahui dengan berbagai

operasi pada bilangan real.

B. Representasi Grafis Bilangan Real

Sebelum penulis menguraikan konsep sistem bilangan real (R) , terlebih dahulu
marilah kita ingat kembali konsep himpunan (set). Himpunan mempunyai peranan sangat
penting dalam memahami sistem bilangan real. Secara eksplisit himpunan didefinisikan
sebagai sekumpulan objek, unsur atau sesuatu yang mempunyai ciri-ciri, kriteria dan syarat
yang tertentu serta terdefinisi dengan jelas. Objek atau unsur sesuatu himpunan A
dinamakan anggota atau elemen. Anggota suatu himpunan dinyatakan dengan a,b,c.d,....
atau 1,2,3,4, .... sedangkan nama himpunan dinyatakan dengan huruf kapital A, B, C, D
dan seterusnya. Misal kita mendefinisikan suatu himpunan A dengan menyatakan secara
jelas anggota-anggotanya yang terdiri dari a,b,c,d,e, himpunan A dapat dituliskan dengan
A= {a, b, c, d, e} dengan masing-masing anggota himpunan A dipisahkan oleh tanda baca
koma dan terdapat dua tanda kurung { }. Jika himpunan A mempunyai anggota banyaknya
tak hingga maka unsur-unsurnya tidak ditulis semuanya akan tetapi cukup dituliskan
beberapa anggotanya dan titik-titik sebanyak 3 atau 5 , Jika a adalah anggota himpunan A
maka pernyataan tersebut ditulis dengan notasi a € A dan dibaca a anggota A. Jika a bukan
anggota himpunan A , maka dituliskan adan dibaca a ¢ A bukan anggota A. Jika suatu
himpunan A tidak memiliki anggota, maka A disebut himpunan kosong, dan dinyatakan
dengan notasi ¢ atau { }.

Himpunan sebagai telah disebutkan di atas, dalam penulisannya dapat dilakukan dua
metode, yaitu metode pencirian (notasi) dan metode perincian (tabulasi). Metode pencirian
dilakukan dengan cara menuliskan syarat keanggotaan yang dimiliki oleh seluruh anggota
suatu himpunan akan tetapi tidak dimiliki oleh unsur-unsur yang bukan anggota himpunan

tersebut.
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Contoh :

1) A={y|y bilangan prima kurang dari 20}
2) B ={x|x faktor ganjil dari dari 21}

3) C={x|x?<1,xbilangan prima}

4) D ={ x| x faktor genap dari dari 21}

5) E={x|x*-3x-4>0}

6) F={x|x?-3x-4<0}

Metode perincian dilakukan dengan cara mendaftar seluruh anggota himpunan yang
memenuhi syarat dan ketentuan yang diberikan dalam suatu himpunan.

1) A={12345}

2) B ={Senin, Selasa, Rabu, Kamis, Jumat, Sabtu}

3) C=4{2,3,57,9,11,13,15,17,19,21}

4) D ={merah, kuning, hijau, biru}

5) E={0}

6) F={1}=¢

Misal A dan B suatu himpunan, himpunan A disebut himpunan bagian himpunan B,
ditulis dengan notasi A c B, jika setiap anggota A merupakan anggota B. Kiranya tidaklah
sulit untuk dipahami bahwa ¢ — A untuk sebarang himpunan A. Jika setiap anggota
himpunan anggota A juga merupakan anggota setiap himpunan B maka dinotasikan
dengan A= B.

Selanjutnya untuk memudahkan para pembaca dalam memahami konsep sistem
bilangan real berikut ini diberikan beberapa bilangan dan himpunan bilangan yang pada
bab-bab selanjutnya dalam buku ini sering ditemukan. Bilangan dan himpunan bilangan

tersebut adalah:

1. Himpunan bilangan asli (Natural)

Himpunan bilangan asli biasanya dinotasikan dengan N dan anggota-anggota bilangan
asliadalah 1, 2, 3,4, 5, 6, ... sehingga, N ={1,2,3,4,5,6}. Bilangan asli tertutup terhadap
operasi penjumlahan dan perkalian, artinya untu setiap a,b bilangan asli maka (a+b) dan
(a.b) bilangan asli. Oleh karena itu, himpunan semua bilangan asli membentuk suatu sistem

sistem bilangan asli.
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2. Bilangan Cacah (whole)

Bilangan cacah biasanya dinotasikan dengan W dan anggota-anggota bilangan cacah
adalah 0,1, 2, 3,4,5,6, ..., sehingga W = {0,1,2,3,4,5,6}. Bilangan cacah tertutup terhadap
operasi penjumlahan dan perkalian, artinya untuk setiap a,b bilangan cacah maka (a+b)

dan (a.b) bilangan cacah.

3. Sistem Bilangan Asli

Sistem bilangan asli bersama-sama dengan bilangan nol dan lawan dari bilangan
bilangan asli membentuk system bilangan bulat, Bilangan bulat biasanya dinotasikan
dengan Z yang anggota-anggotanya adalah ...-3,-2, -,1, 0, 1, 2, 3, ..., sehingga Z = {...-3,-2,
-1,0,1,2,3,..., }

4. Bilangan Pecahan

Bilangan pecahan atau bilangan rasional (quotient) biasanya dinyatakan dengan Q .
Bilangan rasional adalah bilangan yang secara umum dinyatakan dengan Q = % .a,bez

b #0.
Contoh :

1

1) p=;
2) g=- =
3) r= %

Bilangan-bilangan rasional di atas, dapat dinyatakan dalam bilangan-bilangan desimal,
yaitu
1) p==0,33333333 ..
2) q=— —==-0,285714285714285714 .

2

3) r= 27 = 3, 1428571428 57148

Jika kita cermati lebih mendetail, bilangan-bilangan desimal sebagai mana tersebut di
atas selalu berulang angka-angkanya, sehingga bilangan rasional juga disebut bilangan
desimal berulang. Sebaliknya bilangan desimal berulang dapat dinyatakan sebagai bilangan

rasional. Untuk menyatakan bentuk desimal menjadi bilangan rasioan adalah dengan cara
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melihat angka yang berulang pada bilangan tersebut. Jika terdapat 1 angka yang berulang
maka kalikan bilangan dimaksud dengan 10%. Jika terdapat 2 angka yang berulang maka
kalikan bilangan tersebut dengan 102 dan seterusnya. Selanjutnya cari selisih bilangan
semula dengan bilangan yang baru. Dengan metode perhitungan sederhana akhirnya
diperoleh bilangan rasional yang dimaksud. Untuk lebih jelasnya perhatikan contoh-

contoh berikut ini.

Contoh Soal :

Ubahlah bilangan desimal berikut ini menjadi bentuk rasional Q = % .a,bez

1. Tentukan bentuk rasional bilangan 0,12121212...
Jawab :
Bilangan 0,12121212... adalah adalah bilangan desimal dengan 2 angka berulang yaitu
angka 1 dan 2. Karena banyaknya angka yang berulang pada bilangan 0,12121212...
adalah 2, kalikan bilangan 0,12121212... dengan 102
Misal :
x=0,12121212... x 100
100x =12, 12121212...
Selanjutnya cari selisih bilangan semula dengan bilangan yang baru

100 x — x =12, 12121212 - 0,12121212
99 x =12

12
X ==

99

Sehingga bentuk rasional dari bilangan 0,12121212... adalah ;—z

2. Tentukan bentuk rasional bilangan 1,412333333 ....
Bilangan 1,412333333 .... adalah adalah bilangan desimal dengan 1 angka berulang
yaitu angka 3. Karena banyaknya angka yang berulang pada bilangan 1,412333333 ....
adalah 1, kalikan bilangan 0,12121212... dengan 10%.
Misal :
x =1,412333333 ...x 10
10 x = 14,12333333...

Selanjutnya cari selisih bilangan semula dengan bilangan yang baru
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10x—-x =14,12333333 - 1,412333333
9 x =12,71
12,71 1271
X A ———
9 900

1271

Sehingga bentuk rasional dari bilangan 1,412333333... adalah 500

3. Tentukan bentuk rasional bilangan — 0,9826273273273
Bilangan — 0,9826273273273.... adalah adalah bilangan desimal dengan 3 angka
berulang yaitu angka 2,7 dan 3. Karena banyaknya angka yang berulang pada bilangan
—0.9826273273273.... adalah 3 , kalikan bilangan — 0,9826273273273... dengan 10°.
Misal :
X =-0,9826273273273.... x 1000
1000 x = —982, 5627327327

Selanjutnya cari selisih bilangan semula dengan bilangan yang baru

1000 x — x == —982,5627327327 - (—0,9826273273273)
999 x =-981,58017
X _ 98158017 _ _ 98158017

B 999 9900

98158017

Sehingga bentuk rasional dari bilangan — 0,9826273273273.... adalah — 3500

4. Tentukan bentuk rasional bilangan 0,0543154315431..
Bilangan 0,0543125431254312... adalah adalah bilangan desimal dengan 4 angka
berulang yaitu angka 5,4,3 dan 1. Karena banyaknya angka yang berulang pada
bilangan 0,0543154315431... adalah 4 , kalikan bilangan 0,0543154315431.. dengan
104,
Misal :
X =0,0543125431254312... x 10000
10000 x = 543,154315431...
Selanjutnya cari selisih bilangan semula dengan bilangan yang baru
1000 x —x  =543,154315431 - 0,0543125431254312

9999 x =542,1
542,1 5421
X = =
9999 9990

Sehingga bentuk rasional dari bilangan ,0543125431254312... adalah %
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C. Bilangan Kompleks

Bilangan kompleks merupakan perluasan dari system bilangan real. Munculnya
bilangan kompleks ini dikarenakan adanya beberapa permasalahan, misalnya penyelesaian
dari persamaan x*> + 4 =0 yang bukan merupakan anggota dari bilangan real. Oleh karena
itu diperlukan bilangan baru yang dinamakan bilangan kompleks

Untuk menjelaskan hal tersebut di atas, akan ditunjukkan skema bilangan sbb:

- N

Bilangan Kompleks

Bilangan Riil

S

Bilangan Rasional

/’

Bilangan Pecahan

Bilangan Khayal
(Imaginer)

—\

Bilangan Irasional

~

Bilangan Bulat

\

Bilangan Bulat (+)

Bilangan Bulat (-)

Bilangan Bulat 0

Gambar 1.1 Skema Sistem Bilangan Kompleks

Dari gambar di atas dapat kita lihat bahwa bilangan kompleks merupakan bilangan
yang terdiri dari bilangan riil dan bilangan imaginer. Bilangan kompleks dilambangkan
dengan z, sehingga:

Z=X+Yyi

dimana a, b € R dengan b # 0 dan i merupakan satuan khayal bersifat i2=-1

Definisi :

Bilangan kompleks adalah bilangan yang terdiri dari X + yi , dimana x, y €R dengan y
# 0 dan i adalah satuan khayal/imaginer bersifat i* = -1

Himpunan bilangan kompleks (C) = {z/z = x + i, dengan X,y€R, y # 0 dan i? = -1}

Selanjutnya, x di namakan bagian riil dari z dan ydinamakan bagian khayal dari z yang

berturut-turut dinyatakan dengan Re(z) dan Im(z).
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D. Sifat Bilangan Kompleks
Bilangan kompleks memiliki sifat antara lain :

1. Jika Re(z) = 0 dan Im(z) # 0, maka bilangan kompleks z disebut bilangan imaginer
murni.

2. Jika Re(z) = 0 dan Im(z) = 1, maka bilangan kompleks z disebut satuan
khayal/imaginer.

3. Jika Re(z) # 0 dan Im(z) = 0, maka bilangan kompleks z merupakan bilangan riil.

4. Kesamaan bilangan kompleks,
Misalkan z1 =x1 +yii dan z2=Xz2+Vy2 i

z1 = 2 jika dan hanya jika x1 = X2 dan y1 =y»

E. Konjugate bilangan Kompleks
Konjugate komplek atau secara singkat conjugate adalah suatu bilangan komplek
dimana x + yi adalah x — yi. Konjugate bilangan bilangan komplek z sering diindikasikan

oleh Z atau z*.

Contoh soal :

1. 2+5i =2-5i

5-9i 5+49i 5  9i
2. —= = =4+

4 4 4 4

3. (3-i) (2+2i) = (6 + 6i — 2i — 2i%) = (6 + 6i — 2i — 2 (-1)) = (6 + 6i — 2i +2) =8 — 4i

=8 +4i

F. Harga Besaran Skalar pada bilangan kompleks
Bentuk umum bilangan kompleks adalah z = x + yi, dimana x adalah bilangan real
dan y adalah bilangan imajiner . Cara untuk mendapatkan besaran skalar / nilai absolut /

modulus pada bilangan kompleks adalah :

2= Vx* + y?

Diktat Mata Kuliah Variabel Kompleks (IEM 213) n
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Contoh soal :
1. Z1=3-i4
Maka nilai [Z1| =v3%2 + 42 =5

2. Z,=-3+1i4

Maka nilai |Z2| =/(—=3)? + 42 =5

3. Z3=-4+1i5

Maka nilai |Z2| =/ (—4)%? + 52 =6.40

Diktat Mata Kuliah Variabel Kompleks (IEM 213)
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EVALUASI

. Jelaskan konsep dari system bilangan :

a. Bilangan Asli
b. Bilangan bulat negatip dan nol
c. Bilangan Rasional
d. Bilangan Irrasional
Berikan contoh metode metode pencirian (notasi) dan metode perincian (tabulasi)

pada bilangan real !

. Tentukan bentuk rasional dari bilangan dibawabh ini :

a. 0,14523232323....
b. 5,76978978979878 ....
c. 0.023543154315431 ...

. Jelaskan konsep dasar dari system bilangan kompleks !

Hitunglah nilai konjugasi dari bilangan kompleks dibawah ini
a. 5+10i

10-12i
b.
5

c. (3- 2i) (4+5i)

Hitunglah modulus dari bilang kompleks dibawabh ini :

a. Yi=15-i3
b. Y>=-8+1i4
Cc. Y3=-9+i7
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Topik 2

Operasi Dasar Bilangan Kompleks

Tujuan Pembelajaran
1. Mahasiswa memahami konsep dari operasi dasar pada bilangan kompleks meliputi
penjumlahan, pengurangan, perkalian dan pembagian
2. Mahasiswa memahami metode penyelesaian aljabar pada bilangan kompleks
3. Mahasiswa memahami sifat-sifat aljabar bilangan kompleks
4. Mahasiswa mampu menyelesaikan persoalan matematis operasi dasar menggunakan

system bilangan kompleks

A. Operasi Dasar Bilangan Kompleks

Operasi yang ditunjukan pada bilangan komplek juga berlaku seperti pada Aljabar.
Operasi pada bilangan komplek meliputi penjumlahan, pengurangan, perkalian, dan
pembagian. Pada operasi bilangan komplek kita dapat memprosesnya seperti aljabar dari
bilangan-bilang asli dan mengganti i?> dengan -1 sehingga diperoleh hasil sebagai

operasinya. Jika Z1, Z»> dan Zz3 adalah bilangan kompleks, maka berlaku sifat-sifat berikut

ini:

1. Z1+Z;€C dan Zi. Z> € C (sifat tertutup)

2. Ada0=0+1i0€C,sehinggaz+0 =2z (0elemen netral penjumlahan)

3. Adal=1+i0€C,sehinggaz.1=z(1elemen netral perkalian)

4. Untuk setiap z = x + iy € C, ada z*! = sehinggaz z' =1

5. Untuk setiap z=x + iy € C, ada —z = —x—ly sehingga z + (-z)=0

6. Hukum komutatif : Z1+Z, =2+ 7

7. Hukum assosiatif : Z1 + (Zo+ Z3) = (Z1+ Z2)+ Z3 , Z1(Z2.2Z1) =(Z1. 22) Z3
8. Hukum distributif : Z1 . (Z2 + Z3) = Z1. Zo + Z1. Z3

9. "Hukum kesekawanan (konjugat) : Jika z = x + yi , maka konjugatz = x —vi

a Z=z
b. Konjugat (Z1 + Z2) = konj {(X1 + Y1.i) + (X2 + Y2.i)}
= konj {( X1+ X2) + (Y1 +Y2) i}
Kt X2) - (Yi+Y2)i = (Xi-X2) +(Y1-Y2) i

= 21 +22

c. Konjugat (z1 - z2) = konj {( X1+ Y1.i) - (X2 + Y2.1)}
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= konj {( X1- X2) + (Y1-Y2) i}
= (X1-X2) - (Y1-Y2) i=(Xy-Ywi) - (X2-Y2.0)

T 21-2;
(z1) _ % _
d. Konjugat == —dimanaZ, # 0
(z2) =
+y L XYl Xa— Vel
—kUﬂJl:l 1l kOJ{‘l 1.x2 2.}
Yl Apt ¥Vl Xp— ol
XX+ ylyzﬂzyll —X1¥2d e pXaXat ViYe | (Xa¥1— X1 Yp)d
= Kjt { b=kt { 2o u2 I }
+ _'I.’ X3 + ya Xa+ ¥a
_xixp+y1y2  (ayi-xaye)i _ xixa+ y1ya—xayri+xyya.d
x5+ y3 x3+ i xi+ v}

— o=y ) (4w d) _ D —yid) _

S |

(xz+ y2.0)(xz—y2.0) (32— ¥2i)
€. z+z=2x
f. z-z =2yi
= ¥,
g =z.z =x +y2
10l —J-"]_ 1 _ 1 .xr—}'.L; .1.'—_1.-'.:_ x . ¥ |
2' x+ Wi x+wd  x—yi x4+ yd x4+ ¥ xi+y?
11 22 =02y + 2uy. i

B. Operasi Penjumlahan
Misal Z1 = (a + bi) dan Z> = (c + di), dalam operasi penjumlahan metode yang digunakan
adalah menjumlahkan masing-masing bilangan secara terpisah yaitu bilangan riil dan

bilangan imajinernya.

Z1 + Zo= (a + bi) + (¢ + di) = (a+bi+c+di) = (a+c) + (b+d)i

Contoh Soal :

a. (4-2)+(5B-3i))=(4-2i+5-3i))=(@4+5)+(-2+-3)i=9-5i

b. 3(2+3i) + 3 (4-4i) = (6 + 9i + 12 - 12i) = (6+12) + (9 + - 12)i = 18 - 3i
c. 8+5)+(2-7))+(6+4)=B8+2+6)+(B-7+4)i=16+2i

C. Operasi Pengurangan

Misal Z1 = (a + bi) dan Z> = (¢ + di), dalam operasi pengurangan metode yang digunakan
adalah mengurangkan masing-masing bilangan secara terpisah yaitu bilangan riil dan
bilangan imajinernya

Z1-Zy=(a+bhi)-(c+di)=(a+bi—c—di)=(a—c)+ (b-d)i
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Contoh Soal :

a. 34-3i)-2(5-31)=(12-9)-(10-6i)=(12-10)+(-9+6)i=2+3i

b. 3(-2+3i))-3(@4+4i))=(-6+9i)-(12+12i))=(-6-12) + (9-12)i=-18 - 3i

C. 2(8+5i)-3(2—7i)-2(6+4i)=(16 + 10i) - (6 — 21i) - (12 + 8i)
=(16-6-12)+(10-21+8)=-2-3i

D. Operasi Perkalian

Misal Z1 = (a + bi) dan Z> = (c + di), dalam operasi perkalian metode yang digunakan
adalah mengalikan masing-masing bilangan riil dan imajiner lalu menyelesaikan
persamaan menggunaan metode penjumlahan atau pengurangan. Perlu diingat bahwa nilai

i2=-1.

Z1.2Z> = (a+bi). (c+di)
= ac + adi + bi ¢ + bdi?
=ac + (ad + bc)i + bd (-1)
= (ac — bd) + (ad + bc)i

Contoh Soal :
a. (2+3i).(4—4i)=(8-8i+12i—12i®)=(8+3i—12(-1))=(8+12) +3i =20 + 3i
b. (-7—-5i).(2-6i)=(-14 + 42i — 10i + 30i? ) = (-14 + 32i + 30 (-1) ) = -44 + 32i
c. (3—i).(3+5i).(4-2i)= (9+15i—-3i-5i%.(4-2i)
= (14 + 12i) . (4-2i)
=56 — 28i + 16i — 24i°
=80-12i

E. Operasi Pembagian

Misal Z1 = (a + bi) dan Z> = (c + di), dalam operasi perkalian metode yang digunakan
adalah mengalikan masing-masing bilangan riil dan imajiner dengan invers dari bilangan
kompleks penyebutnya (¢ — di) lalu menyelesaikan persamaan menggunaan metode

perkalian, penjumlahan atau pengurangan. Perlu diingat bahwa nilai i> = -1 .

Z1 _ (a+bi)
72 (c+di)

Z1 _ (a+bi) (c-di)
72 (c+di) (c— di)
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Z1 _ (a + bi). (c—di)
72~ (2 +cdi+ c.di—d2i2)

Z1 _ (ac + bd). (bc—ad)i

72 (c2 +d2)

Z1 _ (ac+bd) + (bc—ad)i

72~ \c2+d2 c2+d2
Contoh Soal :

(4—2i) _ (4-2i) (5-3i) _ (20—12i—10i +6i%) _ (18 —22i) _ (18 —22i)
(5+3i) (5+3i) (5-3i) (25-15i+15i-9i2) (25-19i2) (25— 9i2)

_(8-22i) _(18) (22) .
T T @) (34) (34)

b (=54 3i) _ (=5+4i) (104 6i) _ (—50+ —30i+40i+24i%) _ (=74 —10i) _ (-74—10i)
(10— 6i) (10— 6i) ~ (104 6i) (100 + 60i — 60i —36i2) (100 —36i2)  (100+ 36)

_(-74-10i) _ (=74) _ (10) .
T (136)  (136)  (136)

c. (2- 502_{% + E} = (2= 50).(2 = 5i). {4 (2+D)+3-i) (2—1)}

2+i 5

=4—10i—10i+5i2.{

= (-1 20i). {(8+4i) +5(5 - 51)}

= (-1-20i) . {22

_ {(—1—20i).5(60—20i)}

(8+4i) +(6 — 3i — 2i +i? }
5

_ {(—60—20i—1200i+400i2)} _ (—460—12201)
5 5

F. Nilai Mutlak
Nilai Mutlak atau modulus dari suatu bilangan komplek Z1 = (a + bi) dinotasikan |Z|

dan didefinisikan sebagai |Z| = |a + bi | =Va? + b?

Contoh Soal :
a. |2-3i|=+22+(-3)2 =V/4+9 =+13
b. |-4+3i|=/(—-4)2+ (3)2 =416 +9 =25 =5

1 2. 12 22 1 4 2
C. |—+—z|: /- + = /—+—: /—
3 6 3 6 9 36 9
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Jika Z1, Z3, Z3, Za4,......, Zm adalah bilangan komplek, berlaku sifat-sifat berikut :

L. o] = |az| atau [z, .z =Jfa] |2
Bukti
Misal 7' = ¢ +bi, z,=c+di

7z, =la+ hilr_' +di) = {m‘—hd] + (ad + be )i

= |313:| =\/{ac‘—ba’}: +(ad +be)*

) J{a:c': —2achd +b*d* )+ (a’d’* + abed + b* ™’

o (@ +bd* +a’d*>’

o @ +b7)* +d?)

= -\"Ial-lrh:u'{c: +d?

o @+ ) +d?)

- |"J||"2|

2. ‘%‘{:H jika z, =0

Bukti

Dari operasi pembagian dua bilangan komplek diperoleh:

_a+bi {m' +bd )+ (be — ad)i
c+di ¢ +d’

A (ac+hn’]:+[hc—ﬂd“:
z, c+d* c‘:+ﬂ':J
_ a’c’ + 2abed + b*d* + b*c? —2abed + a’d’
(r.‘: + n’:r

3 -\,I'I.:a':f: +bd* + bt va'd’

, sehingga

¢t +d’
_-J{a: +h:Ic: +ﬂ’:]
- et +d’
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Dilain pihak

k

| ,| 3 1."::-':+f:r: _«.l'l-:?:+!:r: -,|'rc'3+n‘: :\I[ﬂ:"l'hzli':"l'd:)

|2.| N rdd A vd i vd ¢’ +d’ Sehingga dapat
i'{ = H asalkan z, 20

yb.lzy + 2z, + z5)dz, | +

disimpulakn bahwa

3.a. |:l +z,

gz, +|z,

(a). Penyelesaian

-

+|:3|. C. |:l -z,

§|31|_

...1|

Misal z, = x; +iy;,z; = x, +iy, dan kita harus menunjukkan bahwa

\/(_\', +X%,) +(y, + 1, )3§\/x,‘ +y,° +Jx3“ + ¥,

Kuadaratkan Persamaan kedua diatas, akan benar jika

(x; +x, )? +(y +y3)3§\',' +y + 2\/()(,' +3 KX, +y, )X, +y,

jika XX + W )s §J(.\',3 + 9.2 )x," +y,0)
atau jika ( Kuadratkan Kedua persamaan lagi)
.\'I: +_\'::+2.\',.\':_\',_v: + _\',: + ‘\'fg,\'l:.\':: + .\',:_v:: +_\'1:.\'3: + _1',:}'3:
Atau 2x, _\'3_\'1_1':§\'|:y:: +_1'1:.\'::
Tetapi ini sama untuk (x y, —x,»,)*20 jika benar.

Balikkan langkah —langkah yang reversibel.

Contoh soal

1) Jika z=2+i,z,=3-2i,z= 1 J—BF, hitunglah
2 =TT

a) |3z, —4z,| =2 +i)-4(3-20)| =|6+3i —12+8i| =|- 6+ 1] = {J(=6)* + 11 =+/157

b) z'-3z7+4z, -8=(2+if -3(2+if +4(2+i)-8
=(2° +3.2% 43247 +7)-3(4+ 4i +i* )+ (8 + 4i) -8

=(8+12i +67 +i*)-(12+12i + 34 )+ (8+ 4i) - 8

Modul Mata Kuliah Variabel Kompleks (IEM 213)



JURUSAN TEKNIK ELEKTRO
UNIVERSITAS TRISAKTI

c)

d)

2) Tentukan bilangan real x dan y sedemikian sehingga 3x + 2iy —ix + 5y =T+ 5i

3)

=(8+12i—6—i)—(12+12i —3)+ (8 + 4i) -8
=(8+12-6-i—-12-12i+3+8+4i-8)
=T+

22, +2,-5-i| |23-20)+(2+i)-5-i| |3-4i| |3-4i 4-3
|2z, —z,#3—i | |2(z+i)-(3-2i)+3—i| [4+3i] |4+3i 4-3i
|34 4-3] [12-9i-16i+127| [0-25i] ==

Tla+3ita-34 16+9 ] 25 | O+ =l

Jawab

Ix+2iv—ix+5y=T+5i
S(Ax+5y)+(2yv—x)i=T+5i
Sehingga diperoleh dua persamaan
Ix+5y=7

—x+2y=5
Dengan menggunakan metode substitusi diperoleh x=-1,y=2

Tunjukkan kesamaan di bawah ini:

a) z, +z,= +z,

5]

Bukti

ztz, =(a+bi)+(c+diy=(a+c)+(b+d)i

z+z,=la+c)—(b+d)i
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Karena
zy =a+bi sehingga z =a—bi

z, =c +di sehingga z, = ¢ —di

&

+Z:{a—bf]+ (c—diy=a—-bi+c—di=(a+c)—(b+d)i

Tampak bahwa sehingga z, +z, =z, + z,

b) |2z, =|z[=]
Bukti

|:,::| = |{.:: +bi)c+ rﬁ]l| = |m.' + adi + bci + bn’le = |{c:c —bd )+ (ad + hc]lf|

=J(ac—bd} +(ad + bc)’

= Jla’c* —2abcd + b*d* )+ (a*d* + 2abed + b*c?
=la*c? +b*d? + a*d* +bc?)

= \f(u: +b* e +d?)

= Jla® +*lc* +d?)

=21
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EVALUASI

1. Selesaikanlah menggunakan operasional bilangan kompleks persoalan dibawah ini :
a. (5+4i).(3-4i)
b. (4+2i)+((=3+4i)+ (7 -30)

3—4i
c. —

2-71

3i 121
d —+—
-2 1+2

3
(4-20)—(2+10)

2. JikaZ1=5-2i dan Z, =6 + 7i, hitunglah :

e.

a. |Zi+ 22|

b. |Z1- 2]

c. Z1-2

d. |2Z1+42Z;-4|
e. |Z1 + 72|

3. Jelaskan sifat-sifat dari aljabar pada bilangan kompleks !
4. Jelaskan apa yang dimaksud dengan nilai konjugat pada bilangan kompleks, berikan

contoh !
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Topik 3

Representasi Grafis dan Bentuk Polar dari Bilangan Kompleks

Tujuan Pembelajaran

1. Mahasiswa memahami konsep dari representasi grafis bilangan kompleks

2. Mahasiswa mampu menggambarkan grafis pada bilangan kompleks

3. Mahasiswa memahami analisis bilangan kompleks menggunakan representasu grafis
4. Mahasiswa memami bentuk polar bilangan kompleks

A. Representasi Grafis pada Bilangan Kompleks
Jika skala-skala bilangan real dipilih pada dua sumbu yang saling tegak lurus, yaitu
XOX’ dan YOY’ (selanjutnya disebut sumbu x dan sumbu y secara berturut- turut)

seperti pada gambar 3.1 dibawah ini.

f.
=
LY

10
9l
s}
G(-6.6 T
g ) ol
sy
‘1 4(4,3)

* 3¢ L]

B(=4,3) 24 F(0,2)
...........  SEEEEDT N
110 -9 8-7-6-5-4-3-2-1.112345¢67809 104

21
C(—s,—i)]
4 Bl | ® G(3.-4)
'y -5t
H(=4.-5) ¢} P
- 16.-6)
s34
0}
104
Y

Gambar 3.1 Representasi Grafis Sumbu X dan Y
Selanjutnya kita dapat meletakkan sebarang titik pada bidang dengan cara menarik garis
yang sejajar masing-masing dan kedua garss dapat bertemu di satu titik, titik tersebut
dinamakan koordinat tegak lurus dan dinotasikan dengan (x,y). Pada gambar di atas dipilih
titik A (4,3).
Karena suatu bilangan komplek z = x + yi dapat dipandang sebagai pasangan berurutan
bilangan real sehingga kita dapat merepresentasikan bilang komplek dengan suatu titik

pada bidang xy. Bidang xy sebagai representasi bilangan komplek dinamakan bidang
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komplek atau argand. Bilangan komplek yang ditunjukkan titik A (4,3) pada gambar 3.1
dipandang sebagai 4 + 3i. Setiap bilangan komplek berkorepondesni satu dan hanya satu
dengan setiap titik pada bidang, sebaliknya setiap satu titik pada bidang berkorespondensi
dengan satu dan hanya satu bilangan komplek. Karena hal ini sering dan biasa kita
menyatakan bilang komplek z, sebagai titik z.

Kadang-kadang kita dapat menyatakan sumbu x dan sumbuy sebagai sumbu real dan
sumbu imajiner secara berturut-turut dan bidangnya dinamakan bidang z. Jarak antara dua
titik Z1 = x1 + y1 1 dan Z2 = x2 + y2 i pada bidang komplek diberikan oleh

|z, —z,| = ,.|"| x—-x,) +iy, -y, )

Contoh soal :

1. Bentuklah operasi-operasi berikut secara analitik dan grafik.

a) (2+3i)+(4-5)
Secara analitis
(2+3)+(4-5)=2+3+4-5i=2+4+(3-5)=6-2i

Secara grafis

b) 3(1+2i1)—2(2-31)
Secara analitis
(1+2)-22-3))=(3+6i/)—(4-6/)=(3-4)+(6+6)i=—1+12i

Secara grafis

-4+ 6i

WY
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B. Bentuk Polar Bilangan Kompleks

Jika P adalah titik pada bidang kompleks yang berkorepondensi dengan bilangan
komplek (x,y) atau x + y i maka berdasarkan gambar 3.2 kita dapat melihat bahwa:

x=rcosfl y=rsing.

Plx.y)

Gambar 3.1 Koordinat titik P dengan r, x dan y

Karena r = x* + y° =|r + yi| adalah modulus atau nilai mutlak dari bilangan komplek

=x +iy

. (dinotasikan dengan mod zatau |2|); dan & disebut amplitude atau

argument dari z = x + iy (dinotasikan dengan arg zJ, adalah sudut yang dibuat oleh garis

{)F dengan sumbu x positif

Oleh karena itw, = = x + y = r{cos@ + isin@)

Yang disebut bentuk polar dari bilangan komplek, r dan @ disebut koordinat polar.
Kadang-kadang dengan mudah untuk menulis dan menyebut sebagai singkatan cis @
untuk cos& +isinf.

Untuk suatu bilangan kompleks z#0 terdapat korespondensi satu dan hanya
satu terdapat hanya satu nilai yang sesuai dengan & untuk 0 = # < 2z, Namun, interval
lain dari panjang 2n, misalnya - & < 6 = m, dapat digunakan. Setiap pilihan utama,

diputuskan terlebih dahulu, disebut jarak utama. dan nilai 8 disebut nilai utamanya.

Contoh

. MNyatakan setiap titik dalam koordinat tegak lurus berikut dalam bentuk polar

a 2-2
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Karena z =2 -2/ maka |:|=J"=+,||1: +(-2) =+B=22

-
Karena titiknya terletak pada kuadran ke-4 maka cos# =-—=335" =Tz /4

Sehingga z=2-2i= 2 2(cos T /4 +isin Ta/4)= 242 cis(Tx /4)

b. —1+i3

/3
X
L J
Karena z=—i+iy3 maka |z|=r=(-1)" + (W3 =4f4=2
. 43 .
Karena titiknya terletak pada kuadran ke-2 maka sin = — =120" = 2z /3
Sehingga = = —1+i43 =2(cos 27 /3 + isin 27/ 3) =2 cis(27 / 3)
e W2+242%
y
________ 242 +2i2
: L X
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z=242 +2iy/2 maka l=r =g'li1ﬁ]’ +(242) =416 =4

2

Il
e
L

Il
=
=Y

Karena titiknya terletak pada kuadran ke-1 maka cos@ =

31
Iw—1|f_;‘|

-
I

Sehingga = =2+/2 + 2iv2 = dcosm /4 +isinm/4) =4 cis(x /4)

)

sl I

-=—i maka |_1 = r = /(0 +(-1) =41 =1

Karena titiknya terletak pada sumbu -Y maka cosf = l] =0=2T0" =3x

Sehingga == —i=llcos3x /2 +isin3x /2 )= cis{3x/2)

e -4

z=—4 maka |z|=r =(-4)" +(0) ~J14=4

Karena titiknya terletak pada sumbu -X maka cosf = ria —-1=180"=r

Sehingga = = —4 =4{cosx +ising )= dcis{x )

Diktat Mata Kuliah Variabel Kompleks (IEM 213)



Q JURUSAN TEKNIK ELEKTRO
UNIVERSITAS TRISAKTI

. —-243-2

¥

AN

i
n
1
[}

T

L

z=-243-2i maka | =r=y(-2J3F +(-2)° =416 =4

| ]

Karena titiknya terletak pada kuadran 3 maka cosd = i 210

Sehingga = = —24/3 + —2i = 4lcos 210° +isin 210°)

2. Nyatakanlah bentuk polar berikut dalam koordinat tegak lurus
a. O(cosl35” +isinl35")
Karena @ =135° =3x /4 berarti x <0,y >0
dan diperoleh
x=600s135" =6(—1/2,2) =342
y=6sin135" =6(1/242) =32
Sehingga 6(cos135” +isin135”) = 6cisl35° = (-3+/2.3v/2)
Catatan

6(cos135” +isin135") = 6™

b. 12 cis 90°

Karena @ =90° =7 /2 berarti x=0,y >0

dan diperoleh
x=12c0s90" =12(0)=0

y=12smn90" =12(1)=12

Sehingga 12(cis 90°) =(0,12)
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d.. SL’qm ()

Karena 6 =7z /6= 210" berarti x<0,y <0

dan diperoleh
x=5cosTr/6=5-1/243)=-5/23
y=5sinTx/4=5(-1/2)=-5/2
Sehingga 5e*™'* = (-5/24/2,-5/2)

2miid

e. Je

Karena 8 = —2x/3=-60" berarti x>0,y <0
dan diperoleh

x=3cos(=27/3) =3(=1/243) ==3/243
y=3sin(-27/3)=3(-1/2)=-3/2

Sehingga 3¢™'* = (-3/24/3.-3/2)

_.‘-n'.' 4

Karena 6 =5z /4 =225" berarti x <0,y <0
dan diperoleh
x=2cos5x/4=2(-1/22)=—2
y=2sin57/4=2(-1/242)=-2
Sehingga 2¢™* = (—/2,-+/2)
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: 90
0 -
(1 SOY— &
Eunadran I | Kuadran I '
¥ Dy 2 B
180 Kuadran IIT | Kuadran IV 0% 360
1800+ ) (270%+ a)
(2700 - q) (360%—a)
\ 2700
o
\
Kuadran Il Kuadran |
(— 1) (., 1)

)
Kuadran 111
(— —)

Kuadran IV
(+.-)
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EVALUASI
1. Selesaikan soal dibawah ini !
Jika z,=4 - 3idan z,= -1 + 2i, buatlah grafik dan analitik:
(). |z, +z,| (b). |z, —z,|
(b). z, -z, (d). |22, -3z, -2

2. Tunjukkan bentuk polar dari :
a. —3-4i
b. 1-2i
c. 3+i3
d. 24243
e. —5+5i
3. Buatlah grafik untuk titik yang dinyatakan oleh :
a. 06cos(240° +isin 2407)

b. ﬁw’si
4
Y L
4 )
d. 4&7°
e. 2e ™7
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Topik 4
Pangkat dan Akar Bilangan Kompleks

Tujuan Pembelajaran
1. Mahasiswa memahami konsep dari pangkat dan akar pada bilangan kompleks
2. Mahasiswa mampu memahami teorema De Moivre

3. Mahasiswa mampu menyelesaikan persoalan matematis terkait pangkat dan akar pada
bilangan kompleks

4. Mahasiswa mampu menggunakan teorema De Moivre untuk penyelesaian terkait akar
dan pangkat pada bilangan kompleks

A. Perkalian dan Pemangkatan Bilangan Kompleks
Telah kita ketahui bahwa bilangan kompleks dalam bentuk kutub adalah :
z=r(cosO +isino).
Jika Z1 = ri(cos 01 + i sin 01) & Z> = ra(cos 02 + i sin 62), maka kita peroleh hasil
perkalian keduanya sebagai berikut :

z,z, = ri(cosB, +isin@,)r,(cos, +ising,)
=nr [cosﬂ, cosf, +icosé, sin @, +isinf, cosd, +i” sin g, sin 4, }
= r,r,((cos @, cosd, —sind, sinf, ) + (sin B, cos, + cosd, sind, )i)
=nyr, |cos(8, + 6, ) +sin(@, +8,)i)

Z, _ rlcosé, +isind,)
z, rf(cosé, +isind,)

r,(cos@, +isind,) r,(cos@, —ising,)
r,(cos@, +isin@,) r,(cosf, —isiné,)

rry(cosf, cos@, —isinf, cosd, +isiné, cosf, —i" sinf, sinf,)
r; (cos” @, +isin@, cosf —isinP, cos@, —i” sin’ ,)

r,r,(cosd, cosf, —isind, cos@, +isin#, cosd, —(—1)sinf, sind,)
r;(cos”™ @, —(—1)sin” 8,)

r,r,(cos#, cos@, +sinf, sin @, ) +i(sin @, cos@, +sind, cosf,))
r(cos” @, +sin” )
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_ nry(cos(8, - 8,) +isin(6, -8, )

r,

r

(cos(@, — 8, )+isin(8, —6,)

L
r

Bentuk generalisasi dari persamaan dibawah ini adalah :

iy (cos(@, +6,) +sin(@, +0,)i)

2,2, = E e, (COS(B, +80,.....+ 8 ) +isin(B, +0,....+8,)]

"

Z.z..z=z" ={r(cos@ +isin 8)}" = r"(cosnd +isin nd)

e

Bentuk generalisasi ini kita sebut dengan teorema de Moivre.

Contoh Soal

1. Buktikan teorema de Moivre (cos 6 + i sin 8)" = cos n6 + i sin n6 dengan n € sebarang
bilangan bulat positip

Bukti

Kita gunakan prinsip induksi matematika

Untuk 7 =1 maka diperoleh (cos@ +isin 0)" =(cos@ +isin n@)' =cos@ +isin @
Dianggap benar untuk n = k, sehingga

(cos@ +isin@)" =(cos@ +isin n@)" =cosk@ +isin kO

Selanjutnya akan dibuktikan benar untuk n = k+1

(cos@ +isin@)" =(cos@ +isin@)""' =(cos@ +isin@)* (cos@ +isinH)
=cos(k +1)0 +isin(k + 1)@

Dengan demikian benar untuk

=123

Jfyw il
Hasil di atas ekuivalen (¢ )" =€

2. Hitunglah perkalian bilangan kompleks dibawah ini !

[3{|:r:+s4ﬂ" +isin 407 }(4[::058&" +isin ED")

(3(cos40° + isin 40° |4(cos80° +isin 80° )= 3.4(cos(40° +80°) + isin(40° +80°)
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= 12(c0s120° + isin120°)

i 1.)

i .

= —6+06i/3

2cis15°)

(4cis45° )

(2cis15°)  27¢is7.15°  128c¢is105°

e - = : = 2cis(105° —135")
(4cis45°) 4 €is3.45°  64cisl35°

2¢is50"J' = 2(cos50” + isin 50° |

= 2°(c0s6.50" + isin 6.50°)
64(cos3007 +isin 300 )
64(~1/2-1/2iy3)
[_

32-32iy3)

B. Akar Bilangan Kompleks

Andaikan w = p (cos 6 +i sin 0 ) adalah akar pangkat n dari bilangan kompleks yaitu

z=r( cosO+isin® ), maka:

W = Z

plcosd +i sing)" =r (cos @ + isin@)

Sehingga

p"(cosnd +i sinng) =r (cos @ + isin @) dan p" =r. nd= 0+2kn .

n adalah bilangan ashi 1,2,3 ...... dan kadalah bilangan bulat 0, 1,2, ....... (n-1)
Akibatnya

B+2kn

1
p=rn  dan¢ = —

Jadi akar pangkat n dari bilangan kompleks z= r ( cos 6 +isin 6 ) adalah :

2+

2k A B+2k
Tn + isin —5)

1
w = p(cos +i sind) = rn(cos

dimana k= 0,1,2,3,---,(n-1);berturut-turut untuk n = 1, 2, 3, ......n
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Dari persamaan w" = z, maka ada n buah akar berbeda yang memenuhi persamaan

itu, dan akan membagi sudut 360° mennjadi n bagian sama besar.

N 8+2km . . . .
Dimana, l]iT:: 2m, sehingga diperoleh z,,2;.23," .7, sebagai akar ke-n dari z.

Contoh Soal

1. Tentukan himpunan penyelesaian dari v—25

misaly—25 = w = p(cosd +i sind) dan -25 = z dapat ditulis z = 25 (cos 180"+ i sin1807)

Makaw = \/E atau w =z

p(cos 24 +i sin 2¢)= 25(cos 180° + i sin 180°)

k 180 + 2kt
Sehinggap=5dan ¢ = -
. y 180 +2km, . . 180+2k
Jadi w = p(cosd +i sind) = 5(cos = T4 sin =

180 180
Umukk=0—>w=5(cosT+i sinT)=5(0+i)=5i

Untukk=1—-=w= 5 (cos 0+isin %)=5(O—i)=-5i

Hitunglah v 8 + 8v3 i !

Misal 8 + 8V3i=zdan yB8+8V3i=w= p(cosd +i sind), maka Yz = w = p(cosd +i sin)

Untuk z = 8 + 8v/3i diperoleh r=+/64 + 192 = 16 dan # = arc tg V3 =60°
Jadi: z = 16(cos 60" + i sin 60”)

Dari Vz =w dapat ditulis w =2z Dengan menggunakan dalil De-Moivre diperoleh

O+2km
4

pJ'{c::-s;ﬂld} +i sind) = 16(cos 60" + i sin 60") sehingga pJ' =16 —=p=2dan =
Untuk k=0 — w; = 2(cos 15" +isin 15%) = 2(0,966 + 0,259.i) = 1,932+ 0,518 i
Untuk k =1 — w> = 2(cos 105° + i sin 105") = 2(-0,259 + 0,966.i) =-0,518 + 1,932 i
Untuk k =2 — w3 = 2(cos 195° + i sin 195%) = 2(-0,259 - 0,966.i) = -0.518 — 1,932 i
Untuk k =3 — w,; = 2{cos 345" +i sin 345") = 200,966 - 0,259.i) = 1,932 -0.518 i
Jadi akar-akar dari vV 8 + 8V3 i adalah w; = 1,932 + 0,518 i ;w2 =-0,518 + 1,032 ;
= 0,518 1,932 dan wy=-0.518+ 1,932
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3. Tentukan (—1+)"

Y4

—1+i

Dalam bentuk polar
—1+i=+2(cos(3n/4+2kx) +isin(3x/4+2krx)
Sehingga

(-1+1)" = {-.I'E{cus?r:r /4 + fsinﬁnr.-"ﬂ»]l}: ’

"Ik

= {ﬁ{cos{'jn [ 4+ 2kmg)+isin(3m/4+ Er’fﬂ'” '

vl (3wl A+ Yer ) Y (4 4 \
{..I'j}" COs 3w /4+2kn +isin 2n/4+2kn k=012
N, Iy 3 3

Lo\

k=0=¢z = {xﬁ}l 3[,;05[' 3;;;3.-"4] + ;‘sin[ 3:‘:.-"4” =2! “[(-r'_'i'%]
k:l:}:._={-ﬁ}]( pud 4+2H

B
b2 _w—\[ [ [3;1' i‘i+4.fr} L?r:r 4+ 47

Semua akar — akar ini dapat terlihat pada gambar beriku

—t Sy -
\\.\__o-"
w_
o
Y
-
.
[
‘ g
"

ini

¥
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YofaEoaft

Dalam bentuk polar

~243-2i= 4cos(7x / 6+ 2kx) + isin(Tx /6 + 2kx)
Sehingga

(-2v3-2if * =(4(cos 7x/6+ isin 7z /6))

=(4(cos(7x /6 + 2kx) +isin(Tx /6 + 2kx ) *

= (ﬂ”’[ms[—?” ‘fﬁ; 2“’)+ ssin[—""” '54* 2’”’]. k= 0,1,2,3]

r

k=0=z =(4)" cos(T—xJ + isin[?—x) = 4"“(:::'51:)
"2 24 24
f

k=1=z, =(4)" cus(mi] + isin[w—ﬂr] = 4”“[(.1‘.:”—":]
" 2a 24 24
s

k=2=z =(4)" cus[dj—n'] - :‘sin[ﬁ—ﬂ'] = 4”"[.:;‘5 45—”’]
N 24 2 2

i
k=3=z, =(4)" CG{E)+ fsin[ﬂ) =4”“[c:’s£]
| 24 24 24

Pernyataan di atas dinyatakan dalam gambar di bawabh ini :

Y

Zy 19w

X
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5 (-4+4i)”
—4+4iR. T

3

™\ .

—4 4+ 4i = 4ﬂ{c053%+ :'Sin%q

A

'-.IIF

(—4+4i)" = [4@[:05%}“'51%3%”

f 2k f ol
- [{4@}1 F{msw} + "Si”[wnk =01234

\
Untuk k=0=z, = [4' (2)' "'[ms3—ﬂ] +:‘sin{3—ﬁ}J
20 20

Untuk k =1= :[4| 5(2) ..J[c M: w]\]
Untuk k=2=z, =|4"(2)"" 31{4+4Ej+fslﬂ(3f4+4x]\
Untuk k =3=z, =|4"*(2)"'" ﬂ“4+ﬁi'r]+ism[3ﬂf4+mr]“
Untuk k=4 =z, =|4"7(2)"" cnszﬁLSE} {ISIH(MJ
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EVALUASI

1. Selesaikan soal dibawah ini dengan teorema de Moivre !
a. 2|cos20° +isin 20° Blcos70° +isin 70°)
b. E(CGSEG" +isin30” b{cos?ﬂ" risin 90°)

C. 4[c0535" +r‘5in35"-}3{c05—35“ +r‘5'm—}5"_]

2. Selesaikan soal dibawah ini !
a. (2cis3z/4N3cism/4)
b

¢ )
¥ it'f.'i}:ﬁ:'l4 |
N4 /

(1
| —cism /3
2 )

N/ \
2cis T “ 3eis \
\ i) Ly
3. Hitunglah menggunakan teorema de Moivre
a. 41+3i)"°
b. (5-12i)"°

c. (4+4i)°
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Topik 5

Penggunaan Variabel Kompleks Pada Rangkaian Listrik

Tujuan Pembelajaran
1. Mahasiswa memahami konsep penerapan bilangan kompleks pada Rangkain Listrik
2. Mahasiswa mampu memahami konsep phasor
3. Mahasiswa mampu menyelesaikan persoalan matematis terkait rangkaian listrik
menggunakan pendekatan bilangan kompleks
4. Mahasiswa mampu menggunakan aljabar bilangan kompleks untuk penyelesaian

terkait permasalahan pada rangkaian listrik,

A. Fasor

Kita mengenal pernyataan suatu bilangan kompleks yang berbentuk

[k P
e =cosx+ jsinx

Dengan menggunakan hubungan ini maka sinyal sinus dapat dinyatakan sebagai fungsi
eksponensial kompleks, yaitu
cosx=Ree’ dan sinx=Ime/
dengan Re dan Im masing-masing menunjukkan bahwa yang dimaksudkan adalah
bagian riil dan bagian imajiner dari bilangan kompleks e . Jika kita tetapkan bahwa hanya
bagian riil dari bilangan kompleks e ”* saja yang kita ambil untuk menyatakan sinyal sinus

maka sinyal y = A cos (ot+0) dapat kita tulis sebagai.

fi war+H) M e g,
v = Acos{wr + 8) = Re de =Re de™ e’ = delMe’”

Jika kita bekerja pada suatu frekuensi o tertentu untuk seluruh jot sistem, maka faktor
et pada pernyataan fungsi sinus tidak perlu dituliskan lagi. Kita dapat menyatakan fungsi
sinus cukup dengan mengambil besar dan sudut fasa-nya saja. Jadi

. ; \ . N7 it
sinyal sinus v = Acosiwt +8) dinyatakandengan V = Ae’

Pernyataan sinyal sinus dengan bilangan kompleks ini kita sebut fasor. Jadi dengan
notasi fasor, kita hanya memperhatikan amplitudo dan sudut fasanya saja dengan
pengertian bahwa frekuensinya sudah tertentu. Karena kita hanya memperhatikan
amplitudo dan sudut fasa saja, maka fasor dapat kita tuliskan dengan menyebutkan
besarnya dan sudut fasanya. Jadi penulisan fasor dalam bentuk yang kita sebut bentuk polar
adalah
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V=Ae™ ditulis sebagai V=40

Fasor v - 4. dapat kita gambarkan dalam bidang kompleks, seperti terlihat pada

gambar 5.1
Im v

Gambar 5.1 Fasor

Panjang fasor adalah nilai mutlak dari amplitudo A. Penulisan fasor dalam bentuk polar,

dapat diubah ke bentuk sudut-siku, yaitu :
V=As0=A(cosH + jsinB)
Transformasi timbal balik antara pernyataan dalam bentuk sudut siku dan bentuk polar,

memudahkan kita dalam melakukan operasi-operasi fasor yang akan kita lihat berikut ini.

B. Operasi Fasor

1. Perkalian Fasor
Perkalian fasor mudah dilakukan bila fasor dituliskan dalam bentuk polar.

Jika A=A428, dan B=Bs0; maka

C=AB=AB4(8, +0,)
Hal ini mudah difahami, karena jika kita menuliskan

A=Ae™ dan B=Be™

maka C = de™ Be/™ = 4Be/ ™) = 4B (0, +04)

2. Pembagian Fasor
Pembagian fasor mudah dilakukan bila fasor dituliskan dalam bentuk polar

ika A=As0; dan E=H£E}3 maka

Hal ini juga mudah difahami jika kita menuliskan

A=Ae™ dan B =Be™:

et
— de A A A
' _A, i . By _ il e -8y} _ EZ[UI _ l]: )

maka = -
MM R B
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3. Penjumlahan dan Penguranan Fasor

Operasi penjumlahan ataupun pengurangan lebih mudah dilakukan jika kita menuliskan
fasor dalam bentuk sudut-siku.
Jika A=ay+jby dan B=as+ jh
maka C=A+B=(a+ay)+ jlb+b)

= 'J[:q ras P+ +5 ) 2 t:m']| htb E

\ @y + a2

D=A-B=(a+ jb)-la, + jby)

i

( 2 [ ¥ s _F'r.ll
=Jl:l|—H_‘-}_+|‘.i)]—h_1]'itﬂn_l L|

\ay—ay )

lika I=.-L£ﬂ] dan E=B£E}3 maka

A+B=(Acos® +BcosB, )+ j(4sinB, + Bsind, )
I—E=I.—Imsﬂ] —BcosB, )+ j(AsinB, — BsinB,)

C
D
4. Fasor Negatif dan Fasor Konjugat

Jika dituliskan dalam bentuk sudut-siku, nilai negatif fasor adalah negatif dari masing-

masing komponen riil dan imajiner.

Jika A=aj+jby maka
— Im -—
- A = —i) — ,I;.h] ! A
_ A
Fasor konjugat dari A ditulis ]
AL Re
Jika A=a;+ jb, maka —A A"
AT = ay — ,f."'l'|

Gambar 5.2 Fasor dengan negative dan konjugat

Dalam bentuk polar,
Jika A=As08
maka —A = .-J'z_'[ﬁ+12\'-lln :|

—4-]0-180° | dan A° = 428

5. Fasor dengan sudut 90° dan 0°
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Contoh soal 1

Ubahlah pernyataan sinyal sinus berikut ini ke dalam fasor dengan bentuk polar maupun

bentuk sudut-siku dan lakukanlah operasi-operasi fasor yang diminta.

a). vi(t)=10cos(500 —45%)  b). vo (1) =15 cos(500¢ +30")
c). ij(t) =—4cos 000 d). i ()= Jcos(1000f —90")

Penyelesaian :

a). Pernyataan fasor sinyal sinus ini dalam bentuk polar dan
bentuk sudut siku adalah

V, =102£-45° atau
WV, = 10cos(—45° ) + j10sin(-45° )= 7.07 — j7.07

b). Pemyataan fasor dalam bentuk polar dan bentuk sudut siku
adalah

¥V, =15230° atau
Vi =15cos(30%)+ j15sin(30°)=12.99+ ;7.5

c). Pemyataan fasor dalam bentuk polar dan bentuk sudut siku
adalah

I| =—4.-0" atau il =—4cos(0%)— j4sin(0°)=—4

d). Pernyataan fasor dalam bentuk polar dan bentuk sudut siku
adalah

1, =32-90° atau I, =3cos(—90” )+ j3sin(—90°) = —;3

e). Fasor hanya dapat dijumlahkan jika frekuensinya sama.
Karena kedua arus dalam soal e) ini berfrekuensi sama maka
fasomya dapat kita jumlahkan Iy =1, + 1, =—4— 3 Hasil

penjumlahan ini dapat kita ubah kembali dalam bentuk polar
menjadi

= 2 2 Sif =3 o
I3 =4/(—4)" +(-3)" £ tan _—4_=5£21m}

P — g

f). 5 =

-

I = (102 - 457 ) (—4.20°) = —40.2 — 45"

g), Zj=—b=—— " —_25,-45°;
I, — 420"
vV, 15230°
Zy=at="" _3/-60°
I; 3.,00°
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Contoh soal 2

Ubahlah pernyataan fasor dari sinyal sinus berikut ini ke pernyataan sinus di kawasan
waktu.

n}.i =150 —45% V, pada frekuensi siklus 50 Hz
b].f: =30+ j40 V, pada frekuensi sudut w= 1000 rad/detik.

c). I=]5—_,r'5—If.l'z_’]tif.ll1J mA , pada w=1000 rad/detik.

Penyelesaian :

a). Sinyal ini mempunyai amplitudo 150 V, dan sudut fasa —45".
Frekuensi siklusnya 50 Hz yang berarti frekuensi sudutnya
w = 2w x 50 = 314 rad/detik. Jadi di kawasan waktu sinyal

ini adalah v (t)=150cos(314r—45%) V

b). Amplitudo sinyal ini adalah ¥, = ¥30% +40% =50 V dan

_1 40
sudut fasanya @=tan™ —
30

rad/detik, maka pemyataan sinyal ini di kawasan waktu
adalah v2(t) = 50cos(1000¢+53,1")

531° . Karena @ = 1000

c¢). Sinyal ini dinyatakan dalam fasor dan merupakan jumlah
dari dua sinyal, satu dalam bentuk sudut siku dan yang lain
dalam bentuk polar. Jika dinyatakan dalam bentuk sudut
siku, sinyal ini menjadi

1=15+ j5+10cos180° + j10sin 180°
=15+ j5-10+j0=5+j5 mA

Amplitudo dan sudut fasanya adalah

2 2]

5 >
Iy =N52+57 =707 mA ; ¢=tan” 245"
Karena diketahui @ = 1000 rad/detik, maka

i(1)=7.07 cos(1000 1 +45°)

C. Resistansi, Reaktansi dan Impedansi
Dengan fungsi sinus dinyatakan dalam fasor, maka kita akan mendapatkan hubungan-

hubungan tegangan dan arus pada elemenelemen pasif sebagai berikut.
1. Resistor

Jika arus pada resistor sebesar

iglt)=1g, cosior+0) =1y e jlut+8)

Maka tegangannya adalah

vg (1) = Rig (r) = RI gpe '™+
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Jika dinyatakan dalam fasor adalah
V, =RI,

Hubungan arus dan tegangan resistor tetap seperti yang tel;ah kita kenal selama ini,
dengan faktor proporsionalitas R yang kita sebut resistansi.

2. Induktor
Untuk induktor, jika arus induktor adalah

ig (1) =1 [ cos(ot +0) = 1 1, e/ ™)

maka tegangan induktor adalah

i+ H)

dig (1) ; ‘”:’fl.ml-' il
dt ) i

, Jl 48y

vplth=1L - = fol(f ¢ )

Jika dinyatakan dalam fasor adalah
Vp=jolly =X, T =21,
dengan: X; =wl dan Z; = jwl
Jadi dengan pernyataan sinyal dalam fasor, hubungan tegangan dan arus induktor tidak
lagi berbentuk hubungan diferensial, melainkan linier dengan faktor proporsionalitas
sebesar Z| = jXL; XL kita sebut reaktansi induktif , Z_ kita sebut impedansi induktor.

3. Kapasitor

Untuk kapasitor, jika tegangan kapasitor adalah

. r ' il uw+8)
vel(t) = Ve cos(of +8) = Ve, e ™

maka arus kapasitor adalah

jioat+@) |

Ldve —C ‘fl.':!l{'r.llr-"

ic(r)=C
. i et

. . il s -
.=ﬁ|](|!£mcr{nr IJ

yang dalam bentuk fasor dapat kita tuliskan sebagai

T{- = .,"mi_'f{- atau
l = j= . o=
Ip=——=lp=Xelp=Zplp

T{ Y =
Junl ol

, 1 ; ]
dengan: |.1I.{-| =— dan Z = _1
il ol

Seperti yang kita peroleh pada induktor, hubungan tegangan dan arus kapasitor tidak

lagi berupa hubungan integral, melainkan berupa hubungan linier dengan faktor
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proporsionalitas sebesar Zc = jXc ; Xc Kkita sebut reaktansi kapasitif, Zc kita sebut

impedansi kapasitor.

D. Hubungan Seri dan Kaidah Pembagi Tegangan

Tegangan total pada R dan L yang terhubung seri dengan i(t)=Im e /" adalah

i o 4 . i war -6
ver () =vp(D)+vy (1) = RI &™) & jwlLl /1Y)

= [fﬂ + jinl | I,e Jil unr 4+ 6]
Dalam bentuk fasor,

VRL seri =(R+ jolL)1

Perbandingan antara tegangan dan arus pada resistor dan induktor yang terhubung
seri disebut impedansi dari hubungan seri ini, yaitu

L pp seri = R+ jurL

Dengan cara yang sama kita dapat memperoleh impedansi hubungan seri RC dan LC

sebagai :

— f 1 -
Ve seri =| R+ |1

RC seri | jwC |

i I i
Zacseri =R+ =R-—

Jol il
v I jol + : ﬁ
= (]

L seri I. .l:[-_'||:.. .I
; 1 | | I
L eeri = foOl + = jl wl ——
LT seri jol | ol |

Hubungan seri tidak terbatas hanya dua elemen tetapi bisa lebih, sehingga terbentuklah
hubungan seri beberapa impedansi. Secara umum impedansi total dari beberapa impedansi

yang terhubung seri adalah

A fotal

z

vi = Lol seril

i =Z) 42y +Zy+-+Z,

fotal el

L1

Dengan demikian maka berlaku kaidah pembagi tegangan

Z, —
z .

Fafdi Fer?

Vi =
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E. Hubungan Paralel dan Kaidah Pembagi Arus

Dua atau lebih impedansi yang terhubung paralel akan bertegangan sama. Jika

tegangan ini adalah VV maka arus pada impedansi ke k adalah

=Y,V

N«

dengan Yk = 1/Zx disebut admitansi.

Arus total dalam hubungan paralel adalah

L] n
I'.'u.'.]l' = Z I'.':. = Z }.."; " = }-r.ll.'u'l' ‘-
k=l k=1

dengan

Dengan demikian maka berlaku kaidah pembagi arus :

¥ —
1,

}- B II
rotal

I, =Y, V=

F. Impedansi Secara Umum

Secara umum impedansi dapat kita tuliskan

Z = R{w)+ jX(w)

Bagian riil adalah resistansi dan bagian imajiner adalah reaktansi. Kedua bagian ini
mungkin merupakan fungsi dari frekuensi . Reaktansi yang bernilai positif merupakan
reaktansi induktif , sedang yang bernilai negatif merupakan reaktansi kapasitif. Sebagai
contoh, impedansi dari induktor yang terhubung seri dengan kapasitor yang terparalel
dengan resistor adalah

Ril/ jw()

z L '=.|:|:'Hl.+—
Lraie R+(1/ juC)

R 1 wRiC
=—'|+ i | 1I:I.Ir.——.l
(mRC)+1 | (wRC)" +1 )

Perhatikan bahwa bagian riil maupun bagian imajiner merupakan fungsi dari frekuensi

®. Jadi baik resistansi maupun reaktansi dari impedansi secara umum merupakan fungsi

frekuensi.
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Walaupun impedansi merupakan pernyataan yang berbentuk kompleks, akan tetapi
impedansi bukanlah fasor. Impedansi dan fasor merupakan dua pengertian dari dua
konsep yang berbeda

e Fasor adalah pernyataan dari sinyal sinus
e Impedansi adalah pernyataan elemen.
Walaupun impedansi bukan fasor, namun karena keduanya berupa pernyataan
kompleks, maka operasi-operasi fasor dapat diterapkan pada keduanya. Sebagai contoh

kita ambil hubungan seri RL :

- (02 gqwl
Zppseri = R+ jool =4fR™ + (ol )2 2 tan™! % = 2140

Jika fasor tegangan Vs = V1 £ 0: diterapkan pada hubungan seri RL ini, maka arus

yang mengalir adalah

— v S PR LA
Ipp =—— - .]=—.|£l”|—f-||'
xHI. SET1 ":I]‘é"l'] ‘/'I

Secara singkat, impedansi elemen dan hubungan arus-tegangan elemen adalah sebagai
berikut.

Zp=R Zj=jol; Zp=——

] gl
Vi=RI,: V,=joll,: V.=—2oTI,
] i jul

Secara singkat dapat kita katakan bahwa : dengan menyatakan sinyal sinus ke dalam
bentuk fasor, maka perbandingan antara tegangan elemen dan arus elemen merupakan
suatu besaran kompleks yang kita sebut impedansi di kawasan fasor. Dengan menyatakan
elemen dalam impedansinya maka hubungan antara tegangan dan arus elemen menjadi
mirip dengan relasi hukum Ohm di kawasan waktu. Kaidah-kaidah rangkaian di kawasan

waktu berlaku juga di kawasan fasor.

Contoh Soal 3
Arus yang melalui induktor 0,5 H adalah i (t)=0,4cos(1000t) A.

Tentukanlah:

a) impedansi induktor;
b) Fasor tegangan pada induktor;
¢) bentuk gelombang tegangan pada induktor.
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Penyelesaian :

a). Impedansi induktor adalah Z; = fwl. Dalam contoh ini @ =
1000, jadi
Zp = j=1000=05= j500
b). Fasor tegangan induktor adalah fasor arus kali

impedansinya. Karena arus dinyatakan di kawasan waktu,
kita ubah dulu pemyataan arus ini ke kawasan fasor menjadi

I_.-_ =0420" A . Tegangan induktor adalah

T:. = E.r_i_r_ = (j500)=0,420°
= 50090% « 0,420 = 2002907 W

c). Bentuk gelombang tegangan pada induktor yang
dimaksudkan di sini adalah pemyataan di kawasan waktu
dan tegangan induktor. Dari hasil b) dengan mudah kita
nyatakan

vy () =200cos(10007+90%) V

Fasor tegangan dan fasor arus pada induktor berbeda fasa sebesar 90° . Tegangan
mendahului arus dengan sudut 90°.

Im fepangan
A mnendafilid

ariy 90°

Re

Contoh Soal 4
Arus yang melalui kapasitor sebesar 50 pF adalah ic(t)=0,5c0s(10° t) mA.
Tentukanlah:

a) impedansi kapasitor;

b) fasor tegangan pada kapasitor;

c) bentuk gelombang tegangan pada kapasitor.

Penyelesaian
1 —J
JoC 10 x(50x1071%)

a). £ = =—j20 kO

b). Vi = Ze I = (20x10° 2-90% (05107 207)
=102 -90° WV
c). ve(r)=10cos(10%1 —90%) V.
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Iim

T( ) Re
ariis
v V. mendahulii

fegangan 90°

Contoh Soal 5

Suatu beban diberi tegangan
wi) = 120cos{314+10") V.

Arus yang mengalir adalah i(t)= 5cos(314t+40°) A. Carilah impedansi beban tersebut.!

Penyelesaian
Tegangan dan arus dalam fasor adalah
V=120£10° V. dan 1=5240° A
Impedansi beban adalah:

vV 120210° .
—= =24/-30°0

I 5-40°
=24 cos(—30)+ j24sin(—-30) =208 j12 O
Kita mengetahui bahwa impedansi induktor adalah ZL=joL dan impedansi kapasitor adalah
ZC = —j/wC. Dari sini kita lihat bahwa sesuatu impedansi yang komponen imajinernya positif
akan bersifat induktif sedangkan jika komponen imajinernya negatif akan bersifat kapasitif.
Pada beban kapasitif ini sudut fasa arus lebih besar dari sudut fasa tegangan. Kita katakan
bahwa arus mendahului tegangan atau arus leading terhadap tegangannya. Gambar Fasor

tegangan pada beban adalah seperti di samping ini.

Im iy
—  mendakuluf

fegangan v

_.__-—-—"""_"_H

Re

Contoh Soal 6
Suatu beban diberi tegangan

v{r) = 120cos(3 14+20%) V

Arus yang mengalir adalah i(t)= Scos(314t—40°) A. Carilah impedansi beban tersebut.
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Penyelesaian

vV 120£20°
Zy =—=———=24.60° O
I 5--40°
=24 cos(607 )+ j24sin(60% ) =12+ j20.8 02

Dalam contoh ini komponen imajiner Impedansi beban bernilai positif. Beban bersifat
induktif. Pada beban yang bersifat induktif sudut fasa arus lebih kecil dari sudut fasa tegangan.
Fasor arus ketinggalan dari tegangan atau arus lagging terhadap tegangan. Fasor tegangan dan

fasor arus dalam contoh ini digambarkan seperti di bawah ini.

/

- aris
U teriinggal dari
regangan

Im

Re
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EVALUASI

1. Arus yang melalui induktor 2 H adalah i.(t)=0,8cos(800t-40°) A. Tentukanlah:
a) impedansi induktor;
b) Fasor tegangan pada induktor;

c) bentuk gelombang tegangan pada inductor

2. Arus yang melalui kapasitor sebesar 80 pF adalah ic(t)=0,8cos(108 t) mA.
Tentukanlah:
a) impedansi kapasitor;
b) fasor tegangan pada kapasitor;

c) bentuk gelombang tegangan pada kapasitor.

3. Suatu beban diberi tegangan sebesar v (t) = 300 (cos 120t + 30°) dan arus sebesar
i(t)= 10cos(120t-20°) A. Carilah impedansi beban tersebut.!
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Topik 6
Penggunaan Variabel Kompleks Pada Rangkaian Listrik R, L dan C

Sumber Arus Searah

Tujuan Pembelajaran
1. Mahasiswa memahami konsep penerapan bilangan kompleks pada Rangkain Listrik
R,L dan C pada sumber arus searah
2. Mahasiswa mampu memahami konsep impedansi, admitasi dan daya pada sumber AC.
3. Mahasiswa mampu menyelesaikan persoalan matematis terkait rangkaian listrik R.L
dan C pada sumber arus searah menggunakan pendekatan bilangan kompleks
4. Mahasiswa mampu menggunakan aljabar bilangan kompleks untuk penyelesaian

terkait permasalahan pada rangkaian listrik dengan sumber arus bolak balik

A. Impedansi dan Admitasi

Dalam penyelesaian dengan menggunakan metode fasor, harus dipahami terlebih
dahulu pengertian impedansi dan admitansi, impedansi adalah perbandingan antara
tegangan (fasor) dan arus (fasor) diantara dua terminal. Apabila dinyatakan dalam bentuk

matematik sebagai berikut yang diperlihatkan pada gambar 6.1

+

Gambar 6.1 Rangkaian Impedansi
Impedansi (Z) mempunyai satuan ohm, admitansi (Y) adalah kebalikan dari

impedansi, satuan dari admitansi adalah mho, yang dinyatakan dalam persamaan :

Y=ot Y=— (U)

L]
v
1 =YV
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Pada rangkaian R,L dan C yang dihubungkan seri, seperti diperlihatkan pada gambar
6.2, maka fasor tegangan pada masing-masing unsur rangkaian dapat dihitung sebagai

berikut:

R X
AT —
W w 1=1£0°
+ + V.=RI1-0°
v@ Ve X "
- ) V, = X I £90°
UC=KCI£—9DG

Gambar 6.2 Rangkaian RLC

Fasor tegangan pada masing-masing unsur rangkaian apabila digambarkan pada

bidang komplek, sebagai berikut :

Sumbu imajiner

+j AVL= Xl

90
‘\ Ve= RI

(——— S umbu real

‘/[ml

¥ ve=-jxel

Gambar 6.3 Fasor Tegangan pada Bidang Komplek

Dari gambar 4.10 Rangkaian RLC dapat dilihat, apabila arus yang mengalir dalam

rangkaian mempunyai sudut fasa 0° maka tegangan pada resistansi akan sefasa dengan arus,

sedangkan pada induktansi tegangan akan mendahului 90° terhadap arus dan tegangan pada

kapasitansi akan tertinggal 90° terhadap arus. Apabila digambarkan pada bidang komplek

dapat diperlihatkan pada gambar 6.3. Dari bidang komplek, diperoleh :
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1. Resistansi
_ | Ve LR
V; = RI maka diperoleh impedansi: |
Z. =R
2. Induktansi
V .
. . _ . —= = X,
V. =]X_ 1 maka diperoleh impedansi: |
Z =jX,
3. Kapasitansi
= , , . —£ == jxc
V. = —jX. | maka diperoleh impedansi :
Z. =—-]jX;

B. Penyelesaian Rangkaian Listrik R, L dan C
Unsur rangkaian (R,L,C) harus dinyatakan dalam bentuk impedansi (Z) atau admitansi

(Y). Impedansi dan admitansi seperti diperlihatkan pada table berikut ini :

R L Cc

2@ | R | X | —iX.

1 1

yo) | L
R 1%, —X.

X =olbL=2rnfL

v o 1 _ 1
€ wC 2nfcC

Tegangan dan Arus harus dalam bentuk fasor

Tegangan sesaat : V(t) =V _ sin(ot+0,”)

V. =V_/8,
Bentuk tegangan fasor :
V, =V, 26,
Arus sesaat : i(t) =1 sin(ot-06,)
| =1 /-8
Bentuk arus fasor : " " ?
|, =1, 2-6,

Diktat Mata Kuliah Variabel Kompleks (IEM 213)



Q JURUSAN TEKNIK ELEKTRO
UNIVERSITAS TRISAKTI

Contoh :

1. Rangkaian R L seri, dicatu sumber tegangan sinusoida :

v(t) =20 cos(10t) volt
100

Vﬂ}ri;D 1H

a) Hitung tegangan efektif dan frekuensi tegangan

b) Hitung arus efektif dan arus sesaat yang mengalir dalam rangkaian

Solusi :

v(t) =20 cos(10t) volt,maka: V_, =20, © =10

\ 20
Tegangan efektif : V, =—==—==14,14 V
V22
[0 10
ka frek i: f=—=——==159Hz
maka frekuensi 27 628
Rangkaian kawasan frekuensi :
Zn
AN
' Z=Z,+Z,
+ =R+jmlL
v @ Z =10+j10x1
; =10+ j10
Z=1414 245" O
vV, 1414.20°

Ly -
Z 141445

Jadi arus efektif l=1A
l,, =v2xI=+2 x1=141

Arus sesaat : i(t)=141cos(10t— 45°) A
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2. Dalam rangkaian elektrik, diketahui sumber tegangan :

v(t) =5sin (3t) volt

10

aAA",

iit)

i
+

ic(t)

—__ 19F

a. Hitung ars efektif (1) dan arus sesaat (i)

b. Hitung arus efektif Ic dan arus sesaat (ic)

Solusi :

Menghitung arus efektif dan arus sesaat i(t).

v(t)=5sin(3t) volt, maka: V_ =5 ,0=3

Z,xZ, -j3x(3+3)

® T Z4Z, —j3+3+)3

:ﬂ -3-j3
3

Z=Z,+Z,
=3-[3+1=4-j3
Z =5--369
Vv 520°
Z 5--369
l=120-(-369)
| =1-3690°

Z1=—jXC=—j$
1
3x1/9
=—j3n
Z,=3+jul=3+j3x1
=3+j3
Z; =1

=)

Arus efektif : 1, =07071_ =0707x1=0707 A
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i(t) = 1.sin(3t+36,90°)

Arus sesaat: ) 5
i(t) = sin(3t+36,90") A

e Menghitung arus efektif Ic dan arus sesaat (ic)

V,=2Z,1=(3-j3)x123690°
— 425/ - 45" x1.,36,90°
- 425/-810°

| Ve _ 4252-810°
©Z, -3
_425/-8,i0°

- 32-90°

= 141.8190°

Jadi arus sesaat : i.(t) = 141 sin(3t+8190°) A

3. Pada rangkaian elektrik, diketahui sumber tegangan dengan tegangan efektif :

V,=50-0" volt
V,=50-0" volt

A+ A

0

+

= . =

b

a. Hitung tegangan pada impedansi Zab dengan metode arus mesh
b. Hitung tegangan pada impedansi Zab dengan metode tegangan node
c. Hitung tegangan pada impedansi Zab dengan teorema thevenin
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Solusi :
a. Metode Arus Mesh

j80

I

b

Tegangan pada impedansi Zab :

Vab = Z.ab II:-

L=l -1
Dengan metode Arus mesh.

Meshl : Z,l,-Z,,i, =V,
(2+3+j5)I,- (3 +j5)I, =50-0°

(5+5)I, (3 +j5)I,=5020° .......(1)
Meshll: —-Z,|,+Z,i, =V,
—(3+ j5)l, + (3 +3+ j5-]8)I, = 50.£0°
—(3+]5)I, + (6-j3)l,=-5020° ........(2)

Persamaan arus mesh :

(5+5)I, —(3+]5)I, = 50 £0°
—(3+J5)I, + (6—3)l, = — 50.£0°

Persamaan (1) dan (2), dihitung dengan determinan
50.0° —(3+]5
-50-0° (6-j3

5+j5 —(3+j5)
-(3+15) (5—13)‘

50(6-j3)-50(3+j5) _ 150-j400

- (5+5)(6-j3) - (3+5)(3+j5) 61-j15

427202 -6944°
' 6282-/-1380°
l, = 6,802 -5564"
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5+ J5 50.0°
- ‘— (3+j5) -50-0°
2_‘ 2+ —|:3+j5)‘
-(3+15)  (6-]3)
~ —50(5 + j5)+50(3 + j9) ~ —100
~(5+j5)(6-j3)-(3+j5)(3+j5) 61-j15
-100£0°

" 6282/ -1380°
I, = —159./13,80°

l, =1, 1,
~ 680 - 55/64° —(-159.21380°)
— 680 - 5564° +159./1380°
— 383 5,60 + 154+ 0,38
— 557522
l, = 7,49 2 — 4418°

Va=2Zy |,

an

—(3+5)x7.49.2 — 448"
~583,5903" x7,49./ — 44,18"
V,, =4366.,1485 vol

C. Daya Dalam Rangkaian Arus Bolak-Balik
Dalam rangkaian arus bolak—balik (gelombang sinusoida) terdapat 3 macam daya,
yaitu :
1. Daya nyata/daya aktif (Daya rata-rata) .
Daya nyata dengan notasi P dengan satuan watt (W), dalam rangkaian merupakan daya
yang diserap oleh resistansi.
2. Daya Reaktif (Daya buta)
Daya reaktif dengan notasi Q dengan satuan VVolt Ampere Reaktif (VAR), merupakan
daya yang diserap oleh reaktansi induktif atau reaktansi kapasitif
3. Daya Nampak (Daya komplek)
Daya Nampak dengan notasi S dengan satuan Volt Ampere (VA), merupakan gabungan

antara daya nyata dan daya reaktif
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Dalam menghitung daya nyata dan daya reaktif dapat dilakukan dengan dua cara yaitu,
dengan menghitung daya sesaat dari nilai tegangan dan arus sesaat atau dengan daya riel
dan daya imajiner pada bidang komplek.

1. Daya Nyata
Dalam rangkaian elektrik yang diperlihatkan pada Gaambar 6.4, tegangan dan arus

adalah tegangan efektif dan arus efektif.

- —-
|
+
+
Vs Vv Z

Gambar 6.4 Rangkaian dengan impedansi Z =R + jX

Gambar 6.5 memperlihatkan gelombang tegangan sesaat, arus sesaat dan daya sesaat

VAP g
p(t)

Gambar 6.5 Rangkaian dengan impedansi Z=R + jX

Daya sesaat :

p(t)=v(t).i(t)
p(t)=+2 Vsin(wt+).v21 sin(ot)
= 2VI[sin(wt +g).sin(wt)]

=2V |[% |cos (ot + @ —ot)—cos(wt+ ¢+ u’[}}}

= Vl[cosg —cos(2wt + ¢)]
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Daya rata-rata (daya nyata):

%Ip{t}dt

P=

—1|—t

= =]

[Vicosg —Vicos (2ot +¢)]dt

—1|—l

Vicosqdt—— jvmos(zmtm)dt

= ?[Vlcosm.t]z -0

= %[vmosqm—m]
P =Vlicosg

2. Daya Reaktif

a) Daya yang diserap oleh Reaktansi induktif (X.)

Gambar 6.5 Rangkaian dengan impedansi Z = jX,

Gambar 6.6 memperlihatkan gelombang tegangan sesaat, arus sesaat dan daya
sesaat pada rangkaian induktif murni

v,i,p

plt)

W itt)

Gambar 6.6 Gambar Gelombang Daya Sesaat pada induktansi
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Daya sesaat :
p(t)=v(t).i(t)
. : di(t
p(t)=v(t).i(t)=i(t).L %

p(t)=+/21 sin(wt)xLa21cos(wt)
p(t)=F oL 2sin{wt)x cos(nt)
p(H)=F oL sin(2wt)
p(t)=F X__sin(2wt)
Daya reaktif adalah daya maksimum dari daya sesaat pada induktor

Q, =PX,

b) Daya yang diserap oleh Reaktansi Kapasitif (Xc)

-
I

+

+

m.@ vV/—z

Gambar 6.7 Rangkaian dengan impedansi Z = -j Xc
Gambar 6.8 memperlihatkan gelombang tegangan sesaat, arus sesaat dan daya sesaat
pada rangkaian kapasitif murni.

v,i,p

Iy p(t)

v(t)
i(t)

Gambar 6.8 Gambar Gelombang Daya Sesaat pada Kapasitansi
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Daya sesaat :
p(t)=v(t).i(t)

dev e 1op
p{t):v{t}.u{t}=|{t}.Ef|{t}.dt

p(t)=+/21 sin(mt}xic@ I{-cos(wt)}
1]
p(t)=F LC. — 2sin( wt)xcos(mt)

p(t)= —I? i{: sin(2t)

L]

p(t)= I X sin(2wt)

Daya reaktif adalah daya maksimum dari daya sesaat pada kapasitor
Q. =-F X

D. Perhitungan Daya dalam Bilangan Kompleks
Menghitung daya nyata (Riel) dan daya buta (imajiner) pada bidang komplek.

|
+

L

m_@ v z

Gambar 6.9 Rangkaian dengan impedansi Z=R + jX

Apabila fasor tegangan dan fasor arus digambarkan dalam bidang komplek, terlihat
pada gambar 6.10

imajiner

V=VL_0
I=l_-9

Bidang komplek

Gambar 6.10 Tegangan dan Arus pada Bidang Komplek
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|
COS(p:Ii maka : |, =lcosg

: I :
sin KPZT" maka: |, =Ising

1. Daya Nyata
Daya nyata dapat dihitung dari daya pada sumbu riel, yang besarnya sebagai

berikut :

P=VI,
P=Vlcosgp (W)
V : Tegangan efektif
| = Arus efektif

Cos ¢ : faktor daya ( power factor)
¢ : beda fasa antara tegangan V dan arus |

2. Daya Reaktif (imajiner)
Daya reaktif dapat dihitung dari daya pada sumbu imajiner, yang besarnya

sebagai berikut :
P=VI,
P=Vlsing (VAR)
V : Tegangan efekiif

| - Arus efektif
¢ :beda fasa antara tegangan V dan arus |

Q (+) : Rangkaian bersifat induktif
Q (-) : Rangkaian bersifat kapasitif

3. Daya Semu
Daya semu merupakan gabungan antara daya nyata dan daya reaktif
Daya Komplek :

S=P +jQ
S =Vlcosg +VIsing

Besarnya daya komplek :

S? = (VIcosg) + (Vising)*
= (VI)* x(cos? ¢ + sin? o)

S2=(VIf

S=VI(VA)
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Besarnya daya komplek disebut daya semu , jadi daya semu dapat dituliskan :
S=VI (VA)

Dalam menghitung daya dalam rangkaian arus bolak-balik dapat diturunkan dari

segitiga impedansi ke segitiga daya, seperti tertera pada gambar 6.11

A a

n A

Segitiga Impedansi
Z=R+jX

P
Segitiga Daya
S=P+jQ

Gambar 6.11 Segitiga Impedansi dan Segitiga Daya

s=1*Z
=12 (R + jX)
PR+ jIFX
S=P +jQ

Daya nyata :
P=IR

Daya reaktif :

Q=01 X

Daya reaktif positif Q (+), apabila X = XL (reaktansi induktif), artinya menyerap daya
reaktif sedangkan daya reaktif negatif Q (-), apabila X = Xc (reaktansi kapasitif),

artinya memberikan daya reaktif.
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Contoh Soal :

1. Rangkaian elektrik, dengan sumber tegangan sinusoida :

v(t) = 20cos(100t + 30%)

002H

+

'V{t}@ 10 2a

— T

Hitung daya nyata, daya reaktif dan daya semu yang diserap oleh unsur rangkaian.

Solusi :

B 0
v(t) = 20cos(100t + 30" ), maka fasor tegangan : Ve = 204307 voR

@ =100
Z =joL=j100x002=j.2 0
1 : 1 :
Zo=fj—=—j———=-j.1Q
c=715¢ ~Toox001
Rangkaian daerah frekuensi :
" 20 Z,=j2+2+(-j1)=2+j1
Z, =223.,2656"
. Z,=1
v 20
@ Z: e & Fasor tegangan efektif :

V, =20,30°
. V = 0,707x20 £ 30°
—" V=1414,30° V
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Besar arus yang mengalir :

0
A C L oy
Z, 223-2656
|:.
1, Zi = w =1414 ~30°

2

Daya reaktif :
(daya yang diserap oleh unsur reaktansi)

Q=Q(X, )+ Q(X;)
= (12X, +[-0,2%c]
= |[I‘3-,34}2 x2 —(1 4,14}2 x1
= 8040 —-40.20

Q= 4020 VAR

Daya semu :
S=,/P? +Q°

= /280,407 +40,20°
S = 282,80 VA

Cara lain:
Impedansi Total (2)

CLixZ, (2+)1)x1
Z+Z, 2+4J1+1

_ 2+j1_223,2656"

~3+jT  316.21840°

= 0,707 £813"°

z

Besar arus yang diberikan oleh sumber tegangan :

V1414 230°
~Z 0707.,813°
| =20.22187°
P =Vicosp = 14,14 x20 xcos8,13°
P = 280 watt
Q = Vlising = 14,14 x 20 xsin8,13"

Q = 40 VAR
S=VI=1414x20 = 28280 VA
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o =30" —2187° =813°

2. Lampu TL Neon
Daya ;20 W
Tegangan : 220V
Frekuensi :50 Hz.
Cos ¢ 10,35

Tentukan beban lampu TL dalam bentuk impedansi, serta gambar rangkaiannya.

Solusi :
Pada lampu TL terdapat induktor, sehingga merupakan rangkaian yang bersifat

induktif, jadi impedansinya :

Z=R+jXL

P = Vlcosg, maka:
P 20

I = =
V cosep 220x035

= 0259 A

V=220-0"
| =0259.—-cos'0,35
| = 0,259~ -6950°

vV 220 ~0°
| 0259~ -6950°
Z = 849,42 ./ 6950°

Z=29740+)79560 O
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Dihitung dengan cara lain :

Daya nyata :

P=I°R ,maka:
P 20

R=—= ="
2 (0259)
R = 29810

Daya reaktif :

Q =Vising= 220x 0,259 x sin69,50"
Q = 5337 VAR
Q=1X, ,maka:
Q5337
“T P (0259)?
X, =79560

Z =29810+j79560 Q

298,102

j.7T95,6 O
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EVALUASI

1. Pada rangkaian elektrik berikut, diketahui sumber tegangan V(t)=5 cos 20t V, hitung
arus sesaat i(t) :

40

i VVV

vm_@ " 025F

2. Dalam rangkaian berikut diketahui sumber tegangan

v(t)= 50cos(10t -30") V

0,50 H 2H

It Ie(t)

+
Vﬂ)@ Velt) T 1F

2H

a. Hitung arus efektif dan arus sesaat (i dan ic)

b. Hitung tegangan sesaat vc(t)

3. Pada rangkaian elektrik, diketahui tegangan efektif dari sumber tegangan :

V=220-0"V

Hitung arus efektif : 1, 11, dan I,

v @ 100 JRUE
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Topik 7
LIMIT DAN TURUNAN FUNGSI KOMPLEKS

Tujuan Pembelajaran

1. Mahasiswa memahami konsep dasar limit dan turunan pada fungsi kompleks

2. Mahasiswa mampu memahami teorema dan tahapan dalam menyelesaikan
permasalahan limit dan turunan pada fungsi kompleks

3. Mahasiswa memahami konsep dasar persamaan Cauchy Riemann.

4. Mahasiswa mampu menggunakan persamaan Cauchy Riemann dalam menyelesaikan

persamalahaan turunan dari fungsi kompleks

A. Fungsi dengan Variabel Kompleks

Misalkan S himpunan bilangan kompleks. Fungsi kompleks f pada S adalah aturan
yang mengawankan setiap z € S dengan bilangan kompleks w. Dan dinotasikan dengan
w = f(zz). Dalam hal ini, S disebut domain dari f dan z dinamakan peubah/variabel
kompleks.

Peubah Kompleks z ialah suatu titik umum dari himpunan tertentu pada bidang datar.
Fungsi Peubah kompleks secara formal didefinisikan sebagai pasangan terurut dua bilangan
kompleks (zz, ww) yang memenuhi syarat-syarat tertentu. Hal ini berarti ada proses
pemadanan yang mengawankan setiap nilai peubah zz ke nilai ww yang tunggal. Misalkan
w = u+ iv adalah nilai fungsi f di z = x+ iy, sehingga :

u+iv= f(x+ iy)

Masing-masing bilangan riil u dan v bergantung pada variabel riil x dan y sehingga f

(z) dapat dinyatakan sebagai pasangan terurut dari variabel riil x dan y, yaitu
f(z) = ulx,y) + iv(x,y)
Jika koordinat polar r dan 8 pada x dan y digunakan, maka

u + iv = f(re'?)
dimanaw = u + ivdan z = re‘?.Sehingga ff(zz) dapat ditulis menjadi

f(z) = u(r,8) + iv(r, ).
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Contoh Soal

Misalkan w = f(z) = 2%+ 3z

Tentukan u dan v serta hitung nilai dari fpadaz = 1+ 3i. Nyatakan juga u dan v dalam

bentuk polar.

Penyelesaian :
Misal z = x + iy, sehingga
f(z)=fx+iv)=(x+iv) +3(x+iv) =x" +3x— v +i(2xy + 3y)

Jadi u=x" +3x—y dan v=2xy +3y.

Untukz = 1 + 3imaka f(z)= f(1+3i)=(1+3i)" +3(1+3i)=-5+15i.

Jadi u(1,3) = —5danv(1,3) = 15.

Jika koordinat polar digunakan dimana z = re'?

. maka

1(2)= f(re®)=(re?)? +3(re”®)=re* +3re
=r’cos26 + ir’ sin28 + 3rcos @ + 3irsin
=r* c0s 28 + 3rcos@ +i(r” sin 28 + 3rsin )

Jadi u = r> cos 2@ + 3rcos@ dan v=r">sin2@ +3rsind.

B. Geometri Bilangan Kompleks

Misalkan sebuah fungsi kompleks w = f (z). Menurut definisi, setiap nilai peubah

bebas z = x + iy (dalam domain f) akan menghasilkan nilai tunggal w = uu + iv sebagai

peubah tak bebas. Masing-masing peubah mempunyai dua dimensi, sehingga gabungan

dari keduanya akan menghasilkan besaran empat dimensi yang sulit untuk digambarkan.

Oleh karena itu grafik fungsi kompleks diwakili oleh dua bidang kompleks yang sering

disebut dengan bidang z dan bidang w. Artinya jika diketahui w = f (zz) untuk setiap z =

xx + iy dalam domainnya bidang z, dihitung padanannya w = uu + iv dan ditempatkan di

bidang w. Proses yang sama diulang untuk setiap nilai zz dalam himpunan S dalam domain

f akan menghasilkan “bayangan S dibawah f” pada bidang w.

\-

Gambar 7.1 Grafik Fungsi Bilangan Kompleks
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Gambar diatas adalah gambar fungsi w = z. Untuk setiap nilai dari peubah bebas yaitu
z = x + iy diperoleh w = x — iy. Misalkan z1 = 2 + 3i akan menghasilkan wl = 2 — 3i

kemudian z2 = 1 — 2ii akan menghasilkan w2 =1 + 2i.

C. Limit Fungsi Kompleks

Secara umum definisi limit dalam kompleks sama dengan definisi limit pada bilangan
riil dalam kalkulus. Kalau pada bilangan riil bila x mendekati xo hanya mendekati
sepanjang garis riil sedangkan pada bilangan kompleks bila z mendekati zo akan mendekati
dari semua arah dalam bidang kompleks.

Definisi Limit Fungsi Kompleks

llm f(z) =w, dibaca “limit f(z) untuk z menuju z,sama dengan w; *,
dan”didcﬁnisikan sebagai berikut:

lim f(z)=w, <= Ve>0 35>050 <lz=z,| <6

berlaku |j'(:) - n',.,l <E&.

Secara geometri definisi di atas mengatakan bahwa untuk setiap
lingkungan- ¢ dari wy. vaitu w — w0| < gada suatu lingkungan- & dan zg,
vaitu 0 < |z — z0] < & sedemikian sehingga setiap tittk z pada

image w berada pada lingkungan-¢.

Dalam hal imi

e Jika limit tersebut ada. maka limitnya tunggal

e z mendekati z; dari berbagai arah atau lintasan

e Jika untuk lintasan yang berbeda, nilai f(z) untuk z menuju z; berbeda

maka lim f(z) tidak ada

e f(z) tidak disyaratkan terdefinisidiz = z0

Contoh Soal

Misalkan f(z)=

. Buktikan lim f(z)tidak ada.

Bukti :
Akan ditunjukkan nilai limit dengan lintasan yang berbeda.
B Pendekatan sepanjang sb-x positif, dalam hal ini y = 0.
X+ iy x+1.0

}in} f(z)= Ilim

(x.v)=10.0) X “'l.\'

= lim =liml=1.

x.0) y — ,0 vsl)
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B Pendekatan sepanjang sb-y positif, dalam hal ini x =0
: : x+iv . O0+iy .
lim f(z)= lim 2D fimE T o fimeT =10
=0 Lo, y)—+0.0) X— ':" (0. O — i.-" v+l
° Pendekatan sepanjang garis y = x.
. - X+Iy . X+ ox(l+d) 1+
limf(z)= lim - I:‘ =lim=> '.v = lim X '_) =—'..
=0 (2.3)-(0,0) x — iy v x —I.X s—0) .\'(l _’) l —f

Karena pendekatan sepanjang arah yang berbeda menghasilkan nilai yang tidak

sama maka dapat disimpulkan bahwa lim f(z) = = tidak ada.

==

Teorema Limit Kompleks
|. Diberikan fungsi kompleks f dan g yang terdefinisi pada daerah S © C dengan z,€ S’
Jikalim, ., f(z) = L dan lim,_, g(z) = M. maka
a) lim,_, (f(z) +g(z)) =L+M
by lim, ., (f(2) - g(2)) =L-M

¢) lim,_, (f(z).g(z)) =LM

. f(z), _ L
d) hmz—ozo(m) M

e) lim,, k.f(z) =kL, keC

flim, ., k = k. k:konstanta

o

. Diberikan f(z) = u(x.y) + v(x.y)i terdefinisi pada daerah S c C dengan z; = (x + yi) €S’
Maka: lim; , ;  f(2z) = A + Bi jika dan hanya jika limy y) ~(qp) u(X,y) = A dan
limg, ) ~ap) v(X,y) =B
atau
Misalkan z = x+yi dan f(z) = u + vi dengan domain S C C. Titik z; = (xg +y, 1) € $EE
Maka lim,_, f(z) = xo + yo i Jika dan hanya jika lim, ., u(x,y) = x¢ dan

lim, ., v(x,y) = ¥

Contoh Soal
Hitung lim,_ 44 (2* — 5z + 10)

Penyelesaian :
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lim,_ (144 (2% — 52 + 10) = lim 44y 2% - liMy(riiy 52 + liMye iy 10
= (1+)° = 5(1 +i)+ 10
= 14+2i-1-5-51+10

= 5-3i

D. Turunan Fungsi Kompleks

\\
s = U'A:
' \\\\
| \\
' ~
Ay ~
l ”: jazl =~ ~
|
L
b S
___~_.____\“‘

Gambar 7.2 Turunan Fungsi Bilangan Kompleks
Dari gambar diatas, misalkan fungsi kompleks w= f(z), titik z0 berada dalam domain

D bagi f . Andaikan
z=2zy+Az Az = Ax + Ayi

Adalah suatu titik di dalam D, kemudian dibentuk hasil beda
f(2) — f(2)
z—2z,
Jika limit hasil bagi ini ada untuk z — z;, maka dikatakan w = f(z) dapat
dideferensialkan di zy, limitnya dinamakan turunan f di z, dan dinotasikan
dengan w’(z) atau f'(2).
Dari penjelasan diatas, w = f(z) dikatakan terdeferensialkan di z,

f(z)=f(2p)
—Zgy

asalkan limit dari ada. Hal ini bisa dituliskan dengan

ven e f(@) = f(z0)
RS

Perhatikan bahwa f'(z) adalah bilangan kompleks. Jika titik khusus z,

tidak perlu di sebutkan, turunan seringkali dinotasikan dengan
df : dw
7, et —-
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Ada dua bentuk yang sering digunakan dalam mendefinisikan turunan dari w =

f(z) yaitu
v f(z+02) = f(z)
Fe)= b, Az
Dan
w'(z) = lim e
Z—Xxy o ZO

Turunan dapat diperoleh dengan cara langsung menerapkan definisi. Cara
seperti ini sama dengan yang dugunakan pada kalkulus. Ada cara-cara yang
lebih cepat dalam menghitung turunan suatu fungsi. Cara-cara tersebut
diturunkan dari definisi turunan dan sering disebut sebagai teknik turunan.

Contoh Soal :

Dengan menggunakan definisi, dapatkan turunan dari f(z) = z2+ 3z

Penyelesaian

Substitusikan fungsi yang akan diturunkan ke dalam definisi turunan

f(z+ Az) — f(z)
Az

fe) = fim,

(z+ Az)* + 3(z+ Az) — (2 + 32)

= Az
_ lim 22 +2z0z + Az2 + 32+ 30z — z2 -3z
i '.\;—~0 Az
. 2zAz + Az? + 3AZ%
= lim
Az—0 Az

= _-br—]-lo 2z+Az+3

=2z+3
Teknik Turunan
Jika setiap menghitung turunan digunakan definisi, maka waktu yang diperlukan waktu
yang cukup lama untuk menyelesaikan beberapa turunan. Oleh karena itu dikembangkan
apa yang disebut teknik turunan yang dikembangkan dari definisi turunan. Dengan
menggunakan teknik turunan ini waktu yang digunakan dalam menghitung turunan suatu
fungsi kompleks lebih singkat. Tidak semua teknik diberikan bukti generalisasinya dari
definisi turunan, beberapa teknik bisa digeneralisasikan sendiri dari definisi turunan

sebagai latihan. Teknik-teknik tersebut meliputi:

i
dz

l. (c)=0
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Bukti :
f(z + Az) — f(zp)

f'(z) = lim

Az
— i c—c
B -‘-y-]-]ﬂ Az
_ i D
A AT
=0
5 ) i _) = 1
dz (2
Bukti :
z+Az)— f(z
f’(z) = |im f( ) f( O)
Az—0 Az
: (c+Az)—c
= lim —m—
Az—0 Az
= Az
= ArS0AZ
=1
fi%s, J
3. -(-—[t‘(_l(:)]=c;/ (z)
d=
{
4, —(z" y=nz""'.z20,neZ
dz
Bukti :
; (z) — f(z)
f'(z) = lim / [z
292 Z—2Z,
z"—2z
= lim o
Z—Zy Z— Zo
= 1 (z2=2p) (2" +2" 2zt o+ 2z," 2+ 2,")
B zmz‘u Z—2Zy
=lim (zZ"'+2z"zg+-+2zz," 2+ 2,171
Z—2Zq
= nz," !
Teorema

Andaikan bahwa f dan g dapat diturunkan pada setiap titik z dalam himpunan S dan bahwa

f dapat diturunkan pada g(z) untuk setiap z dalam S, maka
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i ) '
5. i{_—[_/‘(:) +'g(:)]= S(z)+g(2)
o

6. ‘T{-[,/‘(:)—g(:)]: f'(z)-g'(2)

az

d
7. —r(ee@)]=r(2)e() + 1(2)2'2)

Contoh Soal :
Tentukan Fungsi turunan berikut

f(@ = (22% + i)°

Penyelesaian :

Dengan menggunakan persamaan teorema (3) dan aturan rantai diperoleh :

a [e(r(2)]=¢r'(2)
dz

(2)=5(2z* +i)' 4z = 20z(22* +i)*

Contoh Soal :
Tentukan Fungsi turunan berikut

(z—1i)

f(z)= — pada i

Z=+1
Penyelesaian

Dengan menggunakan aturan turunan (8) diperoleh

d[r(2)]_ r(2)2)-r(2)g'(z)
dz| g(z) | [g(:)]z

f(z)g(z)- r(z)g'(z) _ (z+i)—(z—i) _ 2i
[g(2)] (z+i) (z +i)

f(z)=

Sehingga untuk z =7 diperoleh

2i 2i |

S e

; m:(i Vi) 4 2
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Aturan Mata Rantai
Misalkan f mempunyai turunan di z;, dan g mempunyai turunan di f(zp).
Maka fungsi F(z) = g[f(z)] mempunyai turunan di z,. dan turunannya
adalah

F'(z,) =gT1r(2,)]-1(2,)-
Dengan kata lain, jika w = f(z) dan W = g(w) = F(z). maka menurut
aturan rantai

dw _dWw dw
dz  dw dz

Contoh Soal :

Tentukan turunan dan fungsi f(z) = (2z? + i)° dengan menggunakan aturan

rantai!
Penyelesaian

Misalkanw = 2z%2 + i dan W = w?®. Maka menurut aturan rantai

dW dWdw 5 :
— =—— = (5w*)(4z) = 20z(2z% + i)*
dz dw dz

E. Persamaan Cauchy Riemann

Persamaan Cauchy — Reimann merupakan persamaan yang sangat penting pada analisis

kompleks karena persamaan ini digunakan untuk menguji keanalitikan suatu fungsi kompleks

dengan nilai w = f(z) = u (x,y) + iv (X,y). Pada pasal ini akan mengembangkan syarat perlu dan

cukup agar suatu fungsi yang diberikan mempunyai turunan. Hal ini dicapai melalui dua teorema.

Teorema pertama memberikan rumus untuk turunan asal turunan itu ada. Sedangkan teorema kedua

memuat syarat cukup yakni jika dipenuhi oleh fungsi yang diberikan akan menjamin adanya adanya

turunan fungsi dan teorema ini menyatakan lokasi dimana turunan itu berada.

Sebelum membahas kedua teorema tersebut perhatikan gejala berikut.

Misalkan diberikan f(z) = 7%, dengan mengunakan definisi turunan diperoleh:

fwW—f@ . w?-z°
————~=1Iim
w—2Zz w->z W—1Z

f(z)=lim =2z

w—ZzZ

Misalkan z = X +1y, diperoleh

f(z)=2° = (x+iy) =(x* = y? )+ 2xyi

Jadi, u(x, y)=x? — y? dan v(x, y) = 2xy
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Turunan parsial pertama dari u dan v adalah
u (% y)=2% u,(x,y)=-2y, v,(xy)=2y, danv,(x,y)=2x

Fungsi u, v, Ux, Uy, Vx dan vy, semuanya kontinu pada R?, karena masing-masing merupakan fungsi
polinom. Dari turunan parsial pertama dapat dibentuk hubungan berikut

Uy = vy, = 2x dan u, = —v, = =2y
Dari persamaan (1) dan (2) dapat disimpulkan bahwa jika f'(z)= 2z, diperoleh
f'(z)=2(x+iy)=2x+2iy =u, +iv, =v, —iu,

Dengan melihat gejala tersebut di atas diturunkan suatu teorema yang disajikan di bawah ini yang
disebut dengan persamaan Cauchy Reimann.

PERSAMAAN CAUCHY REIMANN

1. Definisi
Fungsi f dikatakan analitik pada domain D jika dan hanya jika turunan parsial pertama dari u
dan v memenuhi persamaan Cauchy — Riemann, yaitu

u, =v, u,=-v,
ou ou ov ov
dengan u, =— U, =— V,=— V, =—.
OX oy OX oy
2. Teorema
Teorema 1

Diberikan f (z) = u(X, y) +iv(X, y) terdefinisi pad region D < C dan
Z, = X, +1y, € D.Jika f'(z,) ada, maka

= iy = 6y i
f(zo)_6X (Xo’yo)""ax(xo')/o) ay()(o’yo) 'ay(xo’yo)

sehingga persamaan Cauchy Reimann berlaku yaitu

ou ov ou . OV
&(XO’ yo)—a(xm yo) dan E(XO’ yo) - _I&(Xo' yo)

Bukti :
Karena f '(z,) ada, maka sepanjang Ay = 0 diperoleh :
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f(z, +Az) - f(z,)

f' =i
(z) IAIz[](;I Az
fz)= im [u(xg +AX, Yo + Ay)+iv(Xg + AX, Yo + Ay )] = [U(Xy, Vo) +1V(Xs, Yo)]
° (AX,AX)—>(0,0) AX
- [ulxg + A%, o) = u(Xq, Yo) ]+ i[V(X, + AX, o )= V(X Yo)]
f' =
(z) IAIXETO] AX
)= lim [u(x, +Ax, ﬁz—u(xo, yo)]+i lim [v(x, + AX, ﬁz—v(xo, Vo)l
Ax—0 Ax—0

, ou .oV

f (Zo) Z&(Xo’ YO)""&(XO’ yo)

Dengan memilih kurva Ax = 0, secara sama akan diperoleh bahwa
, ou . OV

f'(zy) = x (X0 Yo)—i &(Xo’ Yo)

Teorema kedua memuat syarat cukup yakni jika dipenuhi oleh fungsi yang diberikan
akan menjamin adanya turunan fungsi dan teorema ini menyatakan lokasi dimana turunan itu
berada.

Teorema 2

Diberikan f(z)=u(x,y)+iv(x, y)terdefinisi pada region D c C dan z, = X, +iy, € D.

Jika

(1) fungsiu(x,y), v(x,y) u, (x,y). u, (x,y) v, (x,y), dan v, (x,y), semuanya kontinu
di titik z, =(X,,Y,)

(2) memenuhi persamaan Cauchy Reimann
ux(XO’ yo): Vy(xm yo) dan uy(XO’ YO): _VX(XO’ yo)
maka f'(z,) ada dan

fl(zo): ux(XO'y0)+ivx(X0'yo)zvy(XO’yO)z_iuy(XO’ yo)

Bukti:

Misalkan f '(z): u(x, y)+ iv(x, y), maka untuk sebarang titik (X0 + AX, Y, +Ay)
pada N (z,,r) diperoleh
AU = U(X, + AX, Y, +Ay)—u(X,, Vo)
Au=Y Ak a—uAy + a(Ax, Ay)AX + B(Ax, Ay )Ay

v oy
dengan (M’Alj)rg(oyo) a(Ax, Ay)=0 dan (Ax,Alyi)rD(o,o) B(Ax, Ay)=0
Selain itu, diperoleh
Av = V(Xo +AX, Yo + AY)_W(Xo’ yo)
AV = ?Ax + %Ay + 7(AX, Ay )AX + 8(Ax, Ay )Ay

X

Dengan (Ax,Ay)nl ©0) y (Ax, Ay) = 0 dan (Ax,Agzl)nl ©0) 0 (Ax,Ay) =0

Menurut hipotesis (2), dua relasi diatas menjadi:
Au = Zax+ g—;Ay + & (AAYAX + BAXAYAY oo v oo (i)
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dan
Av = ZAx+ Z—;Ay + 7 (AXAY)AX + S (AXAYAY . ..o ... - (ii)
Oleh karena itu, diperoleh
f(zo + Az ) — f(z0)
= [u(xo + Ax,yo + Ay) + iv(xo + Ax,yo + Ay)] — [U(Xo,Yo) + IV(Xo,Y0)]
= [u(xo + Ax,yo + Ay) — U(Xo,Yo)] + i[V(Xo + Ax,yo + Ay) — V(Xo,Y0)]
=Au +iAv

Menurut (i) dan (ii), persamaan itu menghasilkan
f(z, +Az)- f(z,)
Az

_ (B @v\Ax  (ouovyay, SN 5
=Gtig)nt Gerig) it (ariy o +(B+id)y
_ (% 00 (Ax by NS 51
_(6x+lax)(Az+Az l)+(a+|}/)Az+(ﬂ+|5)Az
_(9u  .0v o \Ax - o Ay
=(Z+iS)+(a+iy o+ (B+IO)E . (iii)

Berasarkan relasi (iii), diambil limitnya untuk Az — 0 sehingga diperoleh:
. f(z0+ Az)—f(z0) _ ;. ou . 0v . Ax . Ay
Alzlr—l;lo—AZ _Alérfo[£+l£+(a+l7/)5+(ﬂ +15)E
e [Ou 0w .\ Ax o\ Ay
f(ZO)—Al;r_)nO[ax+lax+ (@ +iy)—+ (p + 15)AZ]

karena Az — 0 maka AX — 0 dan Ay — 0 serta semua «, f3,7,0 — 0, sehinga diperoleh o
+iy—0dan f +id — 0.

Karena [ =] <1 dan | 2% |< 1, diperoleh

Dengan cara sama , diperoleh

oy =B O
f(ZO)_ax lax'

Catatan:
(a)  Padateorema 2 terdapat beberapa hal penting untuk diperhatika, yaitu
- konvers dari teorema tersebut salah
- dapat terjadi persamaan Cauchy Reimann dipenuhi, tetapi f°(Zo).
- syarat (2) yaitu persamaan cauchy reimann merupakan syarat perlu tetapi tidak
cukup
untuk eksitensi f°(Zo)

(b) Teorema 2 menyatakan sebagai konverse dari teorema 1, yaitu jika f’(zo) ada, maka
persamaan Cauchy Reimann dipenuhi. Tetapi terdapat suatu fungsi yang mempunyai
turunan tetapi fungsi komponennya u dan v serta turunan parsial tidak semuanya
kontinu.
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Bentuk Polar Persamaan Cauchy-Reimann

Misalkan terdapat suatu fungsi kompleks f (z)=u(r,@)+iv(r,8) dengan
z=re"’ =r(cos@+isin ), dimana u=(r,0)=r cos 6 dan v=r sin 4. Sehingga

a—u:cosé’ dan ﬂ:r cos @
06

@:sine dan a—u:—r sin @

or 00
maka
ou 1ov oV 1 ou
— = dan —=-——
or roeé or r oo
Contoh Soal :

2 inl
Diberikan fungsi f(z) = {x sin2, (v, ) # (0,0)
0 ,(x,y) =(0,0)
Perlihatkan bahwa £*(0) ada tetapi Z—z tak kontinu di (0,0)
() f(zo+Az)-f(z,) au ou
f (Z)_Alzao AZ _aX( 0'y0)+|ax( OvyO)

'(0)= ZU(OO) (0) u(0.0)_ imLlnl limxsin= =0

x—>0 X—0 x—0 X x—0 X

Penyelesaian :
x? sini,(x,y) # (0,0)

0 ,(x,y) = (0,0)
Dan v(x,y) = 0, untuk setiap (x,y). € R?

Misalkan u(x,y) = {

—~ _ x’sint-0 .
Diperoleh : o (00) lim u(x0) u(0,0)=“mx Sl O:Ilmxsm1=0
OX x»o X—0 x—0 X x—0 X

dan

ou 1 1 1

— =2xsin=+x?cos— ——

OX X X X

ou 1 1

— =2XSIin—=—-Cc0s —

OX X X

f(u)=x’sini
Misal — x* = p p'=2x
sinl=p q'=(cost )(—%)

q'=—=cosy
. -1 .
o _ p'q+ pg'=2xsini+x* — cost =2xsini—cost
OX X
Sehingga diperoleh lim u = lim |2x sinl—cos1
(x,y)>(0,0) Ox  (x.y)>(0,0) X X
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: 1 ] 1

= |lim 2xsin=- Ilim cos=

(x.y)-(0,0) X (xy)—(0,0) X
=0- Ilim cos1

(xy)}-(0,0) X

=— lim cosl tidak ada
(x,y)>(0,0) X

m o du ou inu di
Karena (x,yl)lg%o,o) o (x,y)# o (0,0), maka o tak kontinu di (0,0)

— 2 i 1
Tetapi, f'(0)=lim f(0+42) f(O):“m f(AZ):“m (Az)’ sin L
Az—0 AZ Az0 A7 Az—0 AZ
f'(O):AIim0 AzsinL=lim0sin1=0
Contoh Soal

Gunakan persaman Cauchy-Riemann untuk membuktikan bahwa turunan

f(z) = z? ada untuk semua z dan bahwa f'(z) = 2z.

Penyelesaian :

Dengan menuliskan f dalam bentuk u + iv diperoleh
f(z) = x% — y% + 2xyi

Jadi
u(x,y) =x*—y? v(x,y) = 2xy
U, =2x Ve =2y
uy =—2y vy = 2x

Enam fungsi diatas jelas kontinu pada setiap titik z = (x, y) pada bidang datar,
kemudian
Uy =v,=2x dan v,=2y=-u,

Untuk semua (x,y). Ini berarti teorema 5.1 terpenuhi, artinya f'(z) ada untuk

semua z. Hal ini berimplikasi pada terpenuhinya teorema 5.2 untuk semua z.

Jadi dapat disimpulkan bahwa
f'(z) =u, +iv,=2x+2yi =2(x+iy) =2z

Contoh Soal

Tentukan titik-titik yang membuat f(z) = x* — iy* mempunyai turunan.

Jika f'(z)nya ada tentukan nilainya
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Penyelesaian :

Untuk f(z) = x* — iy”* maka

u(x,y) = x? v(x,y) = —y?
U, = 2x =10
uy, =0 vy = —2y

Enam fungsi diatas jelas kontinu pada setiap titik z = (x, y) pada bidang datar,
kemudian

U, =v,=2x=-2y dan v,=-u,=0
Persamaan Cauchy-Riemann akan terpenuhi jika 2x = —2y. dan hal
akan terpenuhi jika y = —x. Jadi menurut Teorema 5.1 f’ ada hanya
pada titik-titik pada garis y = —x. Selanjutnya dengan teorema 5.2
diperoleh bahwa

flf=u,+iv,=2x atau f'=v,—iu,=-2y
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EVALUASI

1. Tentukan fungsi turunan berikut :
a. (2z4+i)?

b. (422+i)°

2. Tentukan nilai dari :
a. limy_y,p (z4-32 + 15)
b. lim,. 45 (z5+5z+20)

3. Gunakan persamaan Cauchy Riemann untuk menyelesaikan permasalah dibawah ini :
a. f(z)=x+iy?
b. f(z) =4x2 + 2y2 - 2xyi

Diktat Mata Kuliah Variabel Kompleks (IEM 213)



Q JURUSAN TEKNIK ELEKTRO
UNIVERSITAS TRISAKTI

Modul 8

Integral Fungsi Kompleks

Tujuan Pembelajaran
1. Mahasiswa memahami konsep dasar integral fungsi kompleks
2. Mahasiswa mampu memahami teorema eksistensi integral pada fungsi kompleks
3. Mahasiswa memahami sifat-sifat dasar fungsi kompleks.
4. Mahasiswa mampu menyelesaikan persamalahaan matematis menggunakan integral

kompleks

A. Lintasan Bidang Kompleks
Definisi Kurva:
Kurva C di bidang kompleks dapat dinyatakan secara parametrik sebagai daerah hasil fungsi

dari suatu selang di R ke C, yaitu

]

g :rr. IrJ: - E—C
{ — z(t)=x(t)+ 1y (1),
Kurva C disebut kurva mulus (smooth curve) jika x’ (t) dan y’ (t) ada dan kontinu dari vt < [a. b

Pada definisi tersebut, p (a) disebut titik awal (initial point) dan p (b) adalah titik awal (terminal
point).

Contoh :

1.Persamaan lingkaran di bidang kompleks yang dinyatakan sebagai :

0 i} o
(r—a)y" +({y=0)y" =r"

dapat dinyatakan dalam beberapa persamaan kurva terparametrisasi berikut ini.
Cl:x=rcost+a;y=rsint+b;t2]0; 2x] atau
C2:x=rcost+a;y=rsint+Db;t2][-x; «n]atau
C3:x=rcos2t+a;y=rsin2t+Db;t2][0; xn].
Dengan demikian, persamaan lingkaran di bidang kompleks dapat dinyatakan secara
parametrik sebagai
= r+iy=(rcost+a)+i(rsint +b) = r(cost + isint) + (a + ib)

= yeoist + zp = re” + zp.
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Atau = — zp =re'l t € 0, 2x].

Selain itu, persamaan lingkaran di bidang kompleks dapat pula ditulis sebagai
|z — zo|| = r.

atau dengan perkataan lain z merupakan titik-titik di bidang kompleks yang berjarak r dari zo.

2. Parametrisasi kurva berbentuk parabola y = x2 dari titik (-1,1) ke (2,4) dapat dinyatakan

sebagai

p(ty=x(t)+iy(t)=1t+it*, te[-1,2)].

3. Kurva C yang merupakan ruas garis yang menghubungkan z = - 3 dan z = 3 + 2i merupakan

bagian dari garis yang memiliki persamaan

|
y=gzr+l,

3
Sehingga secara parametrik kurva tersebut dapat dinyatakan sebagai

C:x(t)y=ty(t)=3t+1, te[-3,3].

A Pl
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4. Sebaliknya, ruas garis yang berasal dari z = 3 + 2i dan berakhir di z = - 3 dapat

dinyatakan secara parametrik sebagai
C:x()=-t,y(® =t +1t€[3;3].
Jika C adalah kurva dengan parameterisasi p (t) = x (t) + iy (t) di mana t € [a, b], maka

panjang kurva C adalah :

- &) @)
C . \.‘I i ; dt

B. Lintasan Kompleks
Suatu kurva C disebut lintasan (path) jika C dapat dinyatakan sebagai sejumlah berhingga
kurva mulus yang sambung menyambung, yaitu

C=C1+Co+Cs+...... + Ch;
sedemikian sehingga titik awal dari Cx+1 sama dengan titik akhir dari Ck. Titik awal lintasan C
adalah titik awal dari C1, sedangkan titik akhir dari C adalah titik akhir dari Ch.
Lintasan dapat dibedakan menjadi lintasan terbuka dan lintasan tertutup.

1. Lintasan C disebut lintasan terbuka jika titik awal lintasan tidak berimpit dengan titik

([ \']L‘im-:aumm;
N\ hN

G C3
Bukan Lintasan

akhir lintasan.

2. Lintasan C disebut lintasan tertutup jika titik awal lintasan berimpit dengan titik akhir

lintasan.

Selain itu, lintasan dibedakan pula menjadi lintasan sederhana dan lintasan berganda.
a. Lintasan C disebut lintasan sederhana (simple) jika C tidak pernah memotong dirinya
sendiri.

b. Lintasan C disebut lintasan berganda (multiple) jika C memotong dirinya sendiri.
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Agar terminologi-terminologi tersebut mudah dipahami, pada Gambar 8.1 diberikan contoh

lintasan mulus yang tertutup dan berganda dan lintasan terbuka yang sederhana namun tidak

mulus.

(@) (b)
Gambar 8.1 (a) Lintasan Tertutup, Berganda, Smooth; (b) Lintasan terbuka,simple,tidak

smooth

C. Integral Fungsi Kompleks sebagai Integral Garis

Misalkan C adalah lintasan di bidang kompleks dan fungsi f(z) = u(z) + i v(z) terdefinisi di
lintasan C. Akan ditentukan | f(=) d= dan sifat-sifatnya.

Definisi Integral Fungsi Ko{mpleks:

Pendefinisian integral fungsi kompleks serupa dengan pendenisian integral fungsi real, yaitu
dengan mengganti selang pengintegralan oleh suatu lintasan. Misalkan C adalah lintasan yang
menghubungkan zo dan z* dan f(z) terdenisi di C. Integral fungsi f(z) sepanjang lintasan C

didenisikan sebagai

| f(z) dz = limun D gy F(Ck)Azk

.
Dengan L menyatakan panjang maksimum dari busur Zx - Zx-1 dari partisi yang didefinisikan
pada C, yaitu zo; z1; z2 ....., zn =z*, dan ¢; adalah sebarang bilangan kompleks yang terletak
pada busur Zy - Zk-1.

Jika limit tersebut ada, maka dikatakan nilai f(z) terintegralkan sepanjang lintasan
pengintegralan C. Teorema berikut menyatakan syarat yang harus dipenuhi oleh f(z) agar

terintegralkan dan bagaimana cara menghitung nilai integralnya.
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D. Teorema Eksistensi Integral Fungsi Kompleks
Jika f(z) = u(x,y) + 1 v(xr.y) kontinu di setiap titik pada kurva mulus €' : = =
U(t), y(t) = &(t).t € [a,b] maka [ f(z) dz adadan [ f(z)dz= [udr— [vdy+
: a2 5 -

|"

i [udy+i [vde= [(uz' — vy +i(ve’ + uwy'))dt
[N iy

E. Sifat-Sifat Integral Kompleks
Misalkan k adalah sebarang konstanta kompleks, C + K adalah lintasan yang terdiri dari dua

kurva mulus C dan K, dan f(z) maupun g(z) terintegralkan sepanjang kurva C dan K. Maka

dapat dituliskan sebagai berikut :

l. [Ef(z)d==Fk [ f(z) d-=
C C

2. [(flz)+g(=)) dz= | f(2) dz+ [ g(=) d=
[N i i’
3. [ flz)dz= [ f(z)d=+ [ f(z) d=
O+ K C K
l_r|fl.lr|r'_=—f|*|,|r|r
ih i

3. Jika f(z) terbatas di C, yaitu terdapat M € R sehingga |f(z)| < M. ¥z e C

dan jika panjang lintasan C' adalah I maka

/_f'['.'m’: < ML.
;:.

Contoh Soal

Hitung | f(z) d= jika f(z) = x, dan C = C1 + C2 + C3, dengan C1 adalah ruas C garis dari
0, 0) ker (1, 0), C2 adalah ruas garis dari (1; 0) ke (1; 1), dan C3 adalah ruas garis dari (1; 1)
ke (0; 0) seperti diberikan pada Gambar 8.2.

(1.1)

Ca

(0,0 € “ 0

Gambar 8.2 Lintasan C
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Jawaban :

Berdasarkan cara merumuskan lintasan C, soal ini dapat dikerjakan dengan beberapa cara. Pada

pembahasan sini diberikan tiga cara yang menghasilkan nilai yang sama.

Caral

Ci:zxz=t,y=0,te0l]=2"=1y=0
Cy:z=1y=t te01l]=2"=0y =1
Ciy:r=—t,y=-t te[-10]=2'=-1y=-1

[j'i.:] =
",..

1] 1]

- 1 . _1—.1'__.'
i E-f—r—l 5 |—§

Cara?

[
Oy :
(-':{ .

r=t y=0 tcl01]
r=1 y=t tel01]
r=1-t, y=1-t te[01]]

[j'i.'.] rF:+/.ff:]u’:—[j'(_;] dz
'.'I': E-'_- l.'-.

1 1

/.r' (' +1y) dt + /.r' (' + i) dt + /.r' (z' 4+ iy") dt
i 1

1]

1 1 ]
/ fI,'l—an‘f—[ 1(D+ 1) rh‘—[ —t (=1 —1) di
Ji . =1

|1 1] I
/[i’+r’]:h‘+[1+."]/
Jo J—

1, 1o
[—] ?'J‘I'r f'l 1L|—fi_1—F1F3 J":‘ |_|1

]

t dt
1

/I.I"[:‘.':F: fiz) :i:—/ flz) rF:+/ flz) d=
cC JC JCa o Oy

1 1 1
/ z (2 +iy') dt + / r (2 +ay') dt + / x (' + iy )dt
.IIll {H ; S0
/ t(1+0) u’f—/ 1{0+ 1) rh’-l—/ (1—1t)(=1—1) dt
W [ o [ 0

-1 -1
/(e’+£]:fi‘—/[1—4'){1+r']rh‘
Jo Jo

1 . ) ol
= [313""'“ |]J_[1+f]/f1—i’]lfi’
= Jo

1 ) 1-;1
= [§+|'_I —f1+r_|_a‘—§#' o]

B . 1
= [§+f_|—[1+:3i_1—§b
1.
2

i =

SIET

o1
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Cara 3

Ci: y=0 zel01]
Cy: r=1, ye[01]
—Cy: y=uz, z€[0,1]

/fi_:] dz = /j'i_:] dz + /.,I"E:J:.f:— /.ffzjn’:
C f f.'_' c '3
1 1 1
= /.r' (' + 1y dt + / 1 (' +iy') df — /.r' (' + 1y) dt

1] 1] 1]
1 1 1
= /.r' (de +@-0dt) + /1 (0 dt + 1 dy) — /.r' (dr + udr)
II:I II:I Iil

1 1

1
= /.r' dr + 1 /:.f_e,r - /.a' (141)dr
. . J

[ ]

Padi | =

i 1 .
2 1 - 1 - 2 91
r” |gti-y n—[l""JG-"' lo

141
9

1
- i_E-IH'J—[

) =

Bl ==

Contoh Soal 2

Jika C adalah lingkaran berpusat di Zo berjari-jari r yang berorientasi positif. Hitunglah nilai
dari [ -2

E—I
t.

Caral

Parametrisasi : Misalkan 2y = a+ib maka r = rcost4a,y = rsint+b,t € [0, 27].

Jadi

Ly .
dz - (z' + iy")dt
J === N J (reost+a—+ (rsint + b)i — (a + i)
0
Ly .

N (—rsint + ircost)dt

(rcost + irsint)
0
g

B ; (tr sin t + v cos t)dt
a ] reost+1 71 sin

0

-

= /;‘ dti t |27 = 2mi.

0
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Cara?2
Lintasan C' dapat dinyatakan pula sebagai C : = = zp+r e*, t € [0, 27]
sehingga = — 25 = r ¢! dan dz = i re'dt. Akibatnya
2 . 2n
" d= i el _ 9 .

/ =/ - rh‘=/.'rh‘=.'.!'|ﬁ"=2rr.

. =232 . (i .

[ (1] ]

Jadi, jika €' adalah lingkaran berpusat di g berorientasi positif (4). maka

I
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EVALUASI

1. Gambarkanlah kurva yang diberikan sebagai persamaan parameter :
& r=t-ly=t-1<t<]1
b. r=3cost,y=2sint.0<t<m

2. Gambarlah Lintasan C = C; + C; + C3 + C4 dengan

Y :x = —sint,y = cost.t € |J%
Cy:z=ty=—-t—-1te[-1,0]
Cy:x=2%+2y=1t1c :—l_[i]

Cy:z=1+¢"te|0,7]
3. Tentukan persamaan parametrik untuk lintasan berikut
a muasgarisdarizy=14+1kez=-3—1

b. lingkaran herjari-jari 2 berpusat di 1 + ¢ berorientasi positif
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Topik 9

Teorema Integral Cauchy

Tujuan Pembelajaran
1. Mahasiswa memahami konsep dasar integral cauchy
2. Mahasiswa mampu memahami teorema integral cauchy
3. Mahasiswa memahami integrasi teorema cauchy
4. Mahasiswa mampu menyelesaikan persamalahaan matematis menggunakan integral

cauchy

A. Teorema Integral Cauchy
Misalkan D adalah daerah terhubung sederhana di bidang kompleks dan C adalah lintasan

tertutup yang terletak seluruhnya di D. Jika f(z) analitik di D maka :

Bukti:
Misalkan f(z) = u(x; y) + iv(X; y) dan f(z) analitik pada D. Jadi f’ (z) ada untuk setiap z 2 €
D dan £’ (z) = ux(x; y) + ivx(X; y) = vy(X; y) iuy(x; y): Menurut teorema Green

/ (udr — .".'.lll.'j] +1 /n vdr + J.l-]rlql,l )] = / / [— Uy — U, :I-Jra'-fgl.l + 1 / / { ty — 1y :-r|r.r'r|r..',|'_
C C Ifu;lf': " Int(C)

Karena f(z) analitik di D maka f(z) analitik di Int(C) sehingga u dan v memenuhi persamaan
Cauchy Riemann pada Int(C) . Akibatnya integral lipat dua di ruas kanan bernilai nol,
sedangkan ruas kiri adalah rumus untuk [ f(=)d= sehinggar_J' f(z)d==0.
. 4
B. Teorema Kebebasan Lintasan
Misalkan D < ' C adalah daerah terhubung sederhana, z1 dan z2 adalah dua titik di D.
Jika f(z) analitik di D maka

ff(ﬂﬂr? dapat dihitung sebagai f f(:}d;:,
2] o

dengan C adalah sebarang lintasan di D yang menghubungkan Z; dan Z»
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C. Teorema Pengintegralan Kompleks
Misalkan D < C adalah daerah terhubung sederhana, z1 dan z2 adalah dua titik di D. Jika

f(z) analitik di D dan ¢ (z) adalah fungsi primitif (anti turunan) dari f(z) maka

d

¢
E/f(:)d: — f(Q).¥¢CeD

Dan

=~

/f(z]d: = ®(z3) — O(zy).

=1

D. Rumus Integrasi Cauchy
Sebelumnya telah diketahui bahwa | - =27, jika C adalah lingkaran berpusat di z0

berorientasi positif (+). Rumus integrasi'Cauc'hy memberikan sifat yang lebih umum, yaitu

f(z) =

T—Ijj

Diperuntukkan menjadi

dan lintasan C tidak harus berupa lingkaran berpusat di Zo

Rumus Integrasi Cauchy:
Jika C adalah lintasan tertutup sederhana berorientasi positif, g(z) analitik di C dan di Int(C),
dan Zo € Int(C) maka:

/. _"Jli-' I dz = 2mig(z),

Atau
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Contoh Soal :

Jika C : |z + 1| = 6 lintasan berorientasi negatif, hitunglah | 755d-

Jawab :

Soal ini dapat diselesaikan dengan menggunakan dua cara. Cara pertama tidak menggunakan
rumus integrasi Cauchy, sedangkan cara ke dua menggunakan rumus integrasi Cauchy. edua
cara tersebut memanfaatkan teorema annulus ganda sebab f(z) tidak analitik diz=1danz =i
seperti diilustrasikan pada Gambar 9.1 Jika dibentuk annulus ganda Ann (C; K1; K2), dengan

K1l:|z-1|<% dan K2:|z+1| <Y keduanya berorientasi negatif, maka f(z) analitik di annulus

tersebut.

Caral:

2iz%

dz

e

-
NG

Gambar 9.1 Lintasan C Dilengkapi Annulus Berganda

Kz

N (II— (-:—%fm' + 07+ (0 - _—l}'_"r.;:-)) = —4u
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Cara?2:

9.8
2i* .
[ = bl

. Eé([ = g +f r)
J z—1 | x4+
K1 1

= Nlmi+m)=—dn

E. Rumus Integasi Cauchy Yang Diperumum
Jika C lintasan tertutup sederhana berorientasi (+), g(z) analitik di C dan di Int(C) dan z0
€ Int(C) maka:

Atau

Contoh soal :

ika C : |z + 1| = 6 adalah lintasan berorientasi negatif, hitunglah | —===d=

x
i

Jawab :

" _h-_:i . |
;,rlr'. =N —_— -
/ (z24+1)2 / (z—1)*z+1)?

i i

Seperti pada soal sebelumnya, soal ini dapat diselesaikan menggunakan teorema annulus
bergandadengan K1:|z-1|=0.5 dan K2 : |z+1| = 0.5 dimana K1 dan K2 berorientasi negatif.
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Namun di sini digunakan Rumus Integrasi Cauchy yang Diperumum karena pangkat penyebut

lebih dari 1, sehingga dalam rumus integrasi Cauchy di sinin=1; z0 =1i; dan z0 = 1.

82 (z4+4)* =2z z+i) | 222{z2—i)2— 223 z—i)

=3 —=4) — [—1)(d1) W =3 —4) = [—2)[—41)
(g —9l—4) 15 P =)l
\—art) T4 16.1 )
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EVALUASI

Hitunglah | f(:)d= jika f(z) dan C diberikan sebagai berikut.

1. flz)=2* =1 ¢ — 1| = 1, orientasi positif.
2. flzY = —iz+ 3, C |z 41| = 2. orlentasi negatif
3. flz) = 5. C |z — 1| =i, orientasi negatif.
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Topik 10

Deret Bilangan Kompleks

Tujuan Pembelajaran
1. Mahasiswa memahami konsep dasar deret pada bilangan kompleks
2. Mahasiswa mampu memahami konsep konvergensi deret pada bilangan kompleks
3. Mahasiswa memahami uji konvergensi pada deret bilangan kompleks
4. Mahasiswa mampu menyelesaikan persamalahaan matematis terkait deret pada

bilangan kompleks.

A. Deret Bilangan Kompleks
Definisi
Deret bilangan kompleks merupakan penjumlahan suku-suku pada barisan bilangan
kompleks.

Deret bilangan kompleks dinotasikan

D1, =1 AT+ Lyt 2, F
n=1

dengan suku-suku deret yaitu z;,2,,23,....

Misalkan,

Si1=7 merupakan jumlah suku pertama
So=71+12, merupakan jumlah dua suku pertama
S3=21+12,+12; merupakan jumlah tiga suku pertama

Sp=2+2Zy+...+2, merupakan jumlah n suku pertama

Jika barisn (S, )mempunyai limit diperoleh jumlah tak berhingga
2+ 2,424 T, o

Jadi dalam symbol dituliskan limS = Z Z,

n—oo
n=1

1. Deret konvergen

Kekonvergenan suatu deret ditentukan oleh ada atau tidak adanya limit barisan

jumlah bagiannya. Kekonvergenan deret tersebut disajikan berikut ini :
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/Deﬁnisi 7: \

o0
- Deret Zzn konvergen ke S jika dan hanya jika 1imS_ =S

n—oo
n=1

- Deretzz divergen ke S jika dan hanya jika limS, tidak ada-

N—o0
n=1

N /

Contoh :

Dari barisan (SIJ S 5 S

= —,—,—,... dibentuk deret Z— Tentukanlah apakah deret tersebut
2" 2'4°8" ~2"

konvergen atau divergen!

Penyelesaian :

2.

/TEORE/M 6-2:2 \

Diberikan deret bilangan kompleks Y.p—1Z, dengan z, = x, + iy, ; X, Vn € R

=, 5i = (1 1 1 1
limS,=)» — 5 ——+—+—+...—+...
Z n Z (21 22 23 2n j

= n=1 n=1

Bagian ruas kanan yang didalam kurung merupakan deret geometri dengan suku pertama

a= % dan r = % dan jumlah tak hingganya adalah 11 =1.

Maka diperoleh limit limS_ = 5i. Jadi deret Zz—konvergen ke 5i .

n—o
n=1

Uji Konvergensi Pada Deret Bilangan Kompleks

a. Teorema konvergensi

(a) Yom=1Zn konvergen jika dan hanya jika Y.n—1 X, dan Y.—1 Yn Konvergen-
(b) jika Y.;-1 2z, konvergen, maka lim z, = 0-
n—oo
(¢) jika Yy—1 2, konvergen mutlak, maka Y..—qZ, Konvergen, artinya jika Y.p—1|2y|

maka Y1 Z, Konvergen-

. !
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Bukti (a):

(=) Misalkan deret )., z, konvergen ke a + ib, sehingga >.;-1 z, = a + ib.

Akan ditunjukan bahwa deret Y.,"_, x,, konvergen ke a dan deret };"_; v, konvergen
ke b.
Menurut definisi diperoleh,

Y1 Zp = lim S, = lim QR xx + X k=1 Yx) = a + ibAkibatnya diperoleh,
n—-o0o n—-o0o

lim ¥%_;x, = a dan lim }2_,y, = b
n—-oo n—-oo

Karena Y.}_; x; dan Y.7_; v, berturut-turut merupakan jumlah bagian dari »7_; x,

dan ¥*_, y,, maka Y_, x,, dan Y7_, y,, konvergen.

(&) Misalkan Y.»_, x,, konvergen ke a dan Y.7'_; y,, konvergen ke b.
Akan ditunjukan »:%*_; z,, konvergen ke a + ib.
Karena S, = Yji—1 X + X k=1 Vi

Menurut teorema diperoleh lim S,, = a + ib. Karena lim S,, = Y71 Zp,,

n—oo n—oo
diperoleh }:>°_; z, = a + ib.

Jadi terbukti bahwa ), z,, konvergen.

Bukti (b):
Diberikan bilangan € > 0 sebarang.
Akan dibuktikan lim z, = 0,

n—-oo

Berarti terdapat bilangan asli n, sehingga jika n > n, berlaku |z,| < € .
Diketahui Y;—; z, konvergen, berarti terdapat bilangan kompleks z sehingga
berlaku Yo7, z,, = 111_1)1010 Sp=2
Jadi untuk setiap bilangan & > Oterdapat bilangan asli n, sehingga jika n > n,
berlaku |S,_, — z| < Zdan 1S, — z| < g
Menurut ketaksamaan segitiga, diperoleh
1Zu] = |Sn-1 = Sul = [(Sp—1 — 2) + (z = SH)|
< [Sp-1 —zl + |z = Syl
< E + % =e

Jadi terbukti bahwa lim z, = 0

n—-oo
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b. Uji Rasio

/Teorema 6-2-4 (Uji Ratio):

Diberikan deret dengan suku-suku tak negative Y.p—qZ, dan lim
n

—00

(a) Jika L < 1, maka Y.o—1 Z, konvergen
(b) Jika L > 1, maka Yo_1 Z, divergen

.

Zn+1

n

=I-

~

(¢) Jika L = 1, maka pengujian gagal (deret dapat konvergen atau divergen)

/

Bukti:

(a) Diberikan bilangan ¢ > 0 sebarang.
Karena |Z,| = 0 untuk setiap n, maka L > 0.
Diketahui L < 1.
Dipilih bilangan real r sehingga L <2 < 1.

Kemudian diambil e =r — L < 1.

Karena lim |[2| = [, terdapat bilangan asli n, Sehingga jikan > n, berlaku
n—>oo n
ZTL

Diperoleh jika n > n, berlaku

Zn+1

<e+L=r—L+L =ratau

n

| Zpa1 <7 Z0n) oo *)

Diambil n = ny, ny + 1,ny + 2, .... sehingga dari (*) diperoleh
|Zn0+1|< 7”|Zn0|
1Zngsal <712|Zp,|

|Zng+3] < 7”3|Zn0|

|Zng il <THIZy | K EN oo (**)

Deret Y3 ,7¥|Z,| adalah deret konvergen, karena merupakan deret geometri

dengan ratior < 1.

Dari (**) dan menggunakan uji banding, diperoleh bahwa deret ¥} ; |Z; 4l

konvergen.
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Deret ¥.i-1 | Zn,+1| berbeda dari deret }.;°_; |Z,,| dalam n, suku pertama.

Jadi deret Y-, |Z,,| konvergen sehingga deret yang diberikan konvergen mutlak.

Zn+1

Zn+1

== =L,danL>1, maka lim = + oo,

n—-oo

(b) Karena lim
n—->oo

n n

Hal ini berarti untuk setiap bilangan ¢ > 0 terdapat bilangan n, € N sehingga jika

Zn+1

n > n, berlaku lim <eE.

n—-oo

Perhatikan bahwa 1 < |%| < ¢ jika dan hanya jika |Z,,| < |Z,+1] < €
Diambil n = ngy, ny4q1, ng42, --- - S€hingga diperoleh
|Zno| < |Zno+1|

|Zno| < |Zno+1| < |Zno+2|

Jadi jikan > ng, berlaku |Z,,| > |Z,,|.
Akibatnya lim Z,, # 0.
n-—->oo

Karena lim Z,, # 0, diperoleh deret }.;°_, Z,, divergen.
n—-oo

(c) Misalkan deret S, Z,, = 5., —,

1 npP

(n+1)P " 1

Zn+1

Diperoleh lim

n—-oo

= lim |
n n—>0co

npb
nl—I}OlO (Tl+1)p|

— 1 n p —

= Jim |(55)| =1
Deret 2;‘{;1% konvergen untuk p > 1 dan divergen untuk p < 1.

Jadi deret .;_; Z, dapat konvergen dan dapat juga divergen, sedangkan yang

Zn+1

= 1.

divergen memenuhi lim

n—oo n

Contoh :

(2+2
n!

Tunjukkan bahwa deret Y., i konvergen dengan menggunakan uji ratio.

Penyelesaian:

. _ (2+2D)" _ (2+2p)n*?
Misalkan Z,, = — maka Z, ., = O
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Diperoleh,
(z+20 ™2
. Fs , T o)) , 242i . )
lim |22 = lim | 55| = lim ‘ = lim =0
11 —roo n 1 —+oo ; 1—o00 n+l n—:m..:?‘!+1
m:

Jadi menurut uji ratio, diperoleh bahwa deret tersebut konvergen mutlak.

c. Uji Akar
Diberikan deret dengan suku-suku tak negative Y, Z,, dan lim n/‘ z,|=L-

Né¢—o

L <1, >z, konvergen mutlak

n=1

lim MZL L>1,izn divergen

N¢—o0

n=1
L =1, uji gagal

Contoh :

Tunjukkan bahwa deret ign—ﬂ konvergen dengan menggunakan uji akar .
nt < N

Penyelesaian :
Berikut akan dipaparkan menggunakan uji akar. Kesimpulan dari uji akar ini sama

dengan uji rasio.

1
. [n+1 . 1(n+1}n
o =limn = lim=| —
n-o \ 2" n n—wo n

Perhatikan bentuk n_+1 di atas,
n

jika n — omaka n+l_ 1.

n

Perhatikan juga bentuk 1 :
n

Jika n — ocomaka Ly , sehingga limit diatas memiliki bentuk :
n

1
||m1[n_+1Jn :Exlozl
2 2

e S Nn+1
Karena nilai limitnya < 1, maka deret Zzn—+ konvergen.
n

n=1
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d. Uji Integral

Andaikan izn adalah deret suku-suku tak negative dan andaikan bahwa fungsi
n=1

y = f(x)didapat dari pengganti n pada suku umum deret dengan peubah kontinu X,

maka deret Zz akan konvergen jika hanya jika I (x)dxjuga konvergen.
n=1

Dari kalkulus :
o0 b
.!: f(x)dx:lI)LrE.I f (x)dx

Apa bila limit pada ruas kanan bernilai terhingga, maka integral tak wajar tersebut
konvergen dan memiliki nilai yang sama dengan limit tadi. Jika tidak maka integral
tersebut divergen.
Contoh :
Tunjukanlah bahwa deret Ziz merupakan deret konvergen dengan melakukan
n=1

uji integral.

Penyelesaian :
Coba lakukan pengujian dengan uji rasio, maka akan diperoleh hasil perhitungan
L=1, dengan demikian kita tidak dapat menentukan apakah deret tersebut
konvergen atau divergen dengan uji rasio. Inilah saatnya menggunakan uji integral.
Lihat penjelasan teori diatas mengenai uji integral.
Kita ubah notasi n menjadi peubah kontinu x sehingga diperoleh f(x)= iz :

X

Kita lakukan pengintegralan terhadap fungsi kontinu ini

Tiz =__m: (E_EJ ~(0-1)=1
<1

o 1
Integral fungsi ini bersifat konvergen (ada hasilnya) dengan demikian deret Z

konvergen
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e.

Uji Deret Berganti Tanda
Diketahui suatu deret > (-1)"z, , dengan z, >0
n=1

Andaikan:  limz, =0, z

n—o0o

<z,

n+1

Untuk setiap nyang lebih besar dari suatu bilangan bulat M tertentu, maka deret yang
diketahui tersebut konvergen.
Contoh:

Tunjukanlah bahwa deret > -
Sn® +i

merupakan deret konvergen dengan

melakukan uji deret berganti tanda.

Penyelesaian :

Kita lakukan uji rasio pada deret diatas

R L s S () I 1 R
L=Ilim X =lim =lim——— =i

e (nelf i 0T e (el men 20+l

Berarti L :|i| =1. Karena L=1,

maka kita tidak dapat mengetahui apakah deret tersebut konvergen atau divergen.
Dengan demikian kita harus menggunakan uji lain.
Kita uji dengan pembanding sekali lagi, syaratnya harus hati-hati dalam memilih deret
pembanding.
Untuk kasus ini kita pilih Zl—zsebagai deret pembanding.

n=1
Namun bagaimana kita menguji deret ini ? coba kita uraikan deret ini

L T Y |
D= —F— 4
=n- 1 4 9 16

Tempat pada bagian pembilang berubah tanda dari i,—1,—i,1.
Dengan demikian uji deret berganti tanda merupakan uji yang paling tepat untuk deret
ini.

Lihat lagi teorema untuk deret berganti tanda.
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Pada deret ZI—Z yang membuat berganti tanda adalah i", dengan demikian
n=t N

pemeriksaan dilakukan terhadap bagian iz .
n

.1 1 1 ="
Ternyata lim—- =0 dan <-— — » — konvergen.
U (n+1° n? Z‘nz )

» in o0 in 0 in 0 in
Karena S __ konvergen, sementara < » —, maka deret - juga

Z;nz J §n2+i nZ:;nZ §n2+l 149
konvergen.

f. Uji Banding

/TEOREMH 6-2:3 \

Diberikan |z,| < |wy| untuk setiap n € N

(a) Jika Ym—1|Wy| konvergen, maka Y,;_1|z,| konvergen (mutlak)
(b)  Jika Y.o-1|zy| divergen, maka Yy—1|wy| divergen-

N /

Bukti:

(a) Diketahui |z,| < |wy,| dan Y.;-,|wy| konvergen.
Akan dibuktikan Y5 |z, | konvergen mutlak.
Misalkan {S, } adalah barisan jumlah bagian untuk deret }.>°_,|z,| dan {T,} adalah
barisan jumlah bagian untuk deret Y., |wy,|.
Karena };,—,|wy,| konvergen, berarti terdapat bilangan real M sehingga |T;,| < M.
Karena |z,| < |wy|, diperoleh S,, < T,, < M untuk setiap n € N.
Karena barisan {S,,} sebagai jumlah bagian dari deret }.;>_,|z,|, sehingga berlaku
|S,| < M untuk suatu bilangan real M.

Akibatnya Y>> |z, | konvergen.

(b) Diketahui |z, | < |wy| dan }.7—,|z,| divergen.
Akan dibuktikan Y.>>_; |w, | divergen.
Andaikan deret ).>>_,|w, | konvergen.

Karena |z, | < |w,| sehingga dari (a) diperoleh barisan deret )., |z, | konvergen.
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Hal ini bertentangan dengan hipotesis yang diketahui jadi pengandaian di atas salah,

haruslah deret )., |w, | divergen.
Contoh :

1
nz+1

Ujilah kekonvergenan deret% + § + % + % + -+ + --- dengan menggunakan

uji banding.

Penyelesaian:

Diketahui:

. 1 1
Bentuk umum deret di atas adalah —, — =z,
n2+1’ n2+1

. . . . 1
Kita buat fungsi pembandingnya yaitu — =Wy

Sehingga berdasarkan definisi adalah 21 < iz
n<+1 n
Kemudian deret >.,"_; n—lz konvergen.
Bukti:
[o'e} 1 . 1
Ln=17z = lim =
gunakan integral, maka:
1
f) ==
(00} 1 co
f — dx = f x " %dx
X
1 1

- (-3

=—(0—-1)=1 (terbukti)

Karena Zlen—lz konvergen, maka berdasarkan uji banding diperoleh bahwa

deret Yo, % juga konvergen

n2
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EVALUASI
A. Latihan Soal

Tentukanlah apakah deret bilangan kompleks dibawah ini konvergen atau divergen :

. & @+ay
' Z; n!
2. y_1
nz:l:n(n+1)
3, s (3+I)2n
nZ:;‘ (2n)
4 0 | (n-1)
5s)
5. i7"
n=1 n

B. Kunci Jawaban

d 1+2|
Prs

n=1

Kita lakukan uji rasio dari deret diatas

= (1+2i) dan @+2iy
z fnea = ; n+1)|

L=i@:i<l+2i>”“-<l+2i>“ g,

7z, S (h+1y = (n+1) ~(@+2i)

(+2if1+2i) _ & (@+2i)
(n+nt ~(@+2i) ;(n+1) °

Ms

=1
Il
uN

Karena nilai L =0, maka deret z (l+ ZI) adalah deret konvergen

o n n+1
Kita lakukan uji banding dari deret diatas
Diketahui , _5~_ 1

" “nh+l

Karena memakai uji banding, kita cari |w,| dimana
[2a] <[ Wi

Dalam hal ini di dapat |w,| :ﬁ ==
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Kita cari nilai deret |w,,|

1 . 1
Ynealwal = ¥ilq 75 = lim — =0 (konvergen)

1 . . . 1.
Karena Yo, ~ konvergen, maka sesuai teorema uji banding Y., sy Juga

konvergen. Sebab|z,,| < |w,|

(3+)2"

3. Xn=1" g

(2n)!

Kita lakukan uji ratio untuk menyelesaikan soal di atas

L_iznﬂ_ B+ (2n)!
B Z, _n=1 2n+2)! ~ (3 +i)?n

O B+ DB+ i) (2n)!
- nZl B+ Cnim@n+ D)
i (3 +i)?
" oo (2n + 2)(2n + 1)!
9+6i—1

= lim ——=
n-w4n2 + 6mn + 2

L = 0, berarti L < 1 dan maka deret tersebut konvergen.

0

Kita lakukan uji konvergen mutlak
A\ (=1 1\ (n-1)
n=0) = lal=()

o o 1\ (n+1) 1 1
Deret ¥, |z,| = Zn:l(;) = 142414

1

2

Deret di atas merupakan deret ukur yang konvergen ke

. i Tl—l)
Jadi deret )7, (E) konvergen.
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. 1
Menurut teorema deret bilangan real yang berayun dengan a,, = — monoton turun,

maka deret tersebut konvergen.

Jika ditinjau lebih lanjut deret

i =25

n=1 n=1

iZTL

—il—l+1+1+1+
S Lin T2 3 4

Merupakan deret bilangan real yang divergen.

i2n
Jadi menurut definisi deret Y7, lTkonvergen bersyarat.
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Topik 11
Deret Pangkat Bilangan Kompleks

Tujuan Pembelajaran

1.
2.

Mahasiswa memahami konsep dasar deret pangkat pada bilangan kompleks
Mahasiswa mampu memahami konsep konvergensi deret pangkat pada bilangan

kompleks

3. Mahasiswa memahami uji konvergensi pada deret pangkat bilangan kompleks

Mahasiswa mampu menyelesaikan persamalahaan matematis terkait deret pangkat

pada bilangan kompleks.

A. Deret Pangkat

1.

Definisi Deret Pangkat

Definisi

Deret pangkat adalah suatu deret tak berhingga yang berbentuk:

ian(z—c)” =a,+a,(z-c)+a,(z—¢c)’ +..+a,(z-¢c)" +...

n=0

Dimana an (n =1, 2, 3,...) konstanta kompleks, z variabel kompleks dan ¢ pusat deret.

Kekonvergenan deret pangkat pada suatu titik berhubungan dengan kekonvergenan

deret bilangan kompleks. Hal ini disajikan pada definisi berikut.

Definisi

Deret pangkat Zan (z—c)" konvergen pada titik zo jika dan hanya jika
n=0

ian (z, —c)" merupakan deret bilangan kompleks yang konvergen
n=0

Jika deret bilangan kompleks Zan(zo—c)” divergen, maka deret pangkat
n=0

> a,(z—c)" divergen pada zo.

n=0

Jika deret pangkat Zan(z—c)” konvergen pada setiap titik himpunan S, maka

n=0

dikatakan deret pangkat tersebut konvergen pada S. Tetapi jika deret pangkat
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Zan(z—c)” divergen pada setiap titik di S, dikatakan deret pangkat Zan(z—c)n
n=0 n=0

divergen pada S.
Jika pusat deret pangkat ¢ = 0, maka deret pangkat berbentuk Zanzn . Deret pangkat
n=0

Zanz” konvergen di suatu titik mengakibatkan konvergen mutlak di setiap bilangan
n=0

kompleks dengan syarat tertentu. Situasi ini disajikan pada teorema berikut.

2. Teorema Deret Pangkat

! reoreme N

Jika deret pangkat Zanz” konvergen di z, (Zanz” konvergen)
n=0 n=0

dengan z, # O, maka Deret pangkat Zanz” konvergen mutlak disetiap
n=0

nilai z dengan [z < [zof-

- /

Bukti :

Diberikan bilangan € > 0 sebarang. Karena deret Zanzn kovergen, maka
n=0

lima,z,"” =0. Hal ini berarti terdapat bilangan asli no sehingga jika n > no berlaku

n—oo

an20n‘<g.

Untuk setiap bilangan kompleks z, berlaku 0<|z|<|z,| dan akibatnya adalah

z
0<|—
Zy

_ ZZ <1- Oleh karena itu, diperoleh

n

a,z"

a,z,"

Zn

n

a,z, . —|=
ZO

Karena lima,z," =0, terdapat bilangan real M >0 sehingga berlaku

Nn—o0

anzon‘< M . Jadi
diperoleh

n
0

Zanz”giM

n=ny+1 n=ng+1

z
z

0
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Karena g<|2| .1 dan i M2 suatu deret ukur, maka deret i mIZ| konvergen.
Z, n=ny+1 Zy n=ng-+1 Z
Karena i a,2"|< i M2l konvergen, maka Sa,2" konvergen. Akibatnya deret
n=ny+1 n=ny+1 Zo n=ng+1

ianz" konvergen. Jadi terbukti bahwa deret ianz” konvergen.

n=ng+1 n=0

~

Teorema

Deret Zanz“ divergen untuk 7, (3 a,z, divergen), maka deret Ya,z" divergen

n=0 n=0 n=0

untuk setiap z € C dengan |z| >|zl| .

- )

Bukti:

0 - - k - -
Karena deret Yaz divergen, maka lima, z,” tidak ada. Karena |z| > |z1|, diperoleh
n n—oo
n=0

z

> 1. Akibatnya

Zl
o0 o0 n o0 n
n \ n| Z \ nll Z
Yla.z" = la,z, {J =>la,z"[—
n=0 n=0 Z — Z
ee n - Z - 0
Deret zil merupakan deret ukur yang divergen, sebab ~>1 Jadi deret Z\anzn
n=0 z z n=0

divergen. Akibatnya deret ianzn divergen.

n=0

3. Jari-Jari Kekonvergenan Deret Pangkat

Setiap deret pangkat ian(z—c)" terdapat bilangan tunggal p, 0 < p < o yang
dinamakan jari-jari kekonvergenan deret yang memenuhi sifat-sifat sebagai berikut:

(1) Jika p = 0, maka deret ian(z —c)" konvergen di z = ¢ dan divergen di z # c.

n=0

(2) Jika 0 < p < oo, maka deret ian(z—c)“ konvergen mutlak untuk setiap z dengan
n=0
|z — c| < p dan divergen untuk setiap z dengan |z —c| > p.
(3) Jika p = oo, maka deret ian(z—c)" konvergen mutlak untuk setiap z.
n=0
Bilangan p dinamakan jari-jari kekonvergenan deret pangkat ian(z_c)” , sedangkan
n=0
{z = c: |z — ¢| < p} dinamakan daerah kekonvergenan dan |z — c| = p disebut lingkaran
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kekonvergen. Kekonvergenan ian(z—c)” untuk z dengan |z — c| = p silahkan periksa

n=0

sendiri. Daerah kekonvergenan

deret pangkat ian(z—c)” digambarkan seperti berikut ini.

n=0

[z—cl=pn

Divergen

Daerah kekonvergenan

Masalah penentuan daerah kekonvergenan deret pangkat kompleks diperoleh dengan

mencari jari-jari kekonvergenan deret pangkat Zan (z—c)", yaitu:

n=0
@) p = lim |—=
n—-oo an+1
(b) p = llm
o |an |/

C. Contoh Soal

1. Tentukan daerah kovergensi dari deret pangkat:

>

n=0 n

Penyelesaian:

A

1 1 p:Iim‘ —I|m
‘ (n+l)‘

n—ool g

. a'n = an+1 -
Misalkan N maka n+1 dan

n+l

Kekonvergenannya adalah Z konvergen pada |z| > 1.

n=0

Bila z = 1, maka deret z merupakan deret harmonis.
n=0 n

Karena itu deret z dlvergen
n=0 n
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2. Tentukan daerah kovergensi dari deret pangkat:
z (z+2)"
Z(n+1)3.4n

n=0

Penyelesaian :

Misalkan a, -1 dan jari-jari kekonvergenannya adalah
(n+1)°.4™

(n + 2)3 4n+1

p = lim -2
(n+1)°.4"

n—oofq

n%w

n+1

3
_I.m4(n+2) =4

e (n+1)°

Jadi daerah kekonvergenannya adalah i Z+2)

n:O

—konvergen pada |z + 2| < 4 dan

divergen pada |z + 2| > 4. Sedangkan deret Z (Z+2) Z

D4 (n+ 3)3 konvergen pada
n=0 n=0

lingkaran |z + 2| =
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EVALUASI

1. Tentukan jari-jari kekonvergenan dari setiap deret pangkat berikut :

a.:EIEH
n=0
b. Z e"(z+2)"

n=0
(Z + )™
e Yy S
n=0

2. Tentukan daerah kekonvergenan deret berikut :

o)

n=0
_ i\2n
b_z@
n
n

=0

Solusi :

Jawaban latihan soal

1. Menentukan jari-jari :

n—oo 1an+1

1/2n
1/ s

2n+1
ZTl
2" % 2
]

= lim

n—-oo

= lim

n—-oo

= lim
n—-oo

=2

b. Z e"(z+2)"
n=0
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an, = € T e™*!

an

p = lim
n=o |dpiq
en
en+1
n

= lim

n—-oo

= lim

n—->0oo

e xXe

gz;tlﬁzﬁ ZE:EE><(Z'+7U)n

1 1
on 0 M1 T opag
an

n=0

a, =

p = lim

n—-oo

an+1

1/2n

2. Menentukan daerah kekonvergenan deret pangkat

“/l3my1 3+l
n=0

an

p = lim
n—->oo

Apy1

1
= lim —/3n +1
n—-o0o

/3n+1 41
3n+1+1
=, 3—+1‘

— lim 3"x3+1|
noeo | 3741

:gl_r)lgo I|=

Jadi daerah kekonvergenannya adalah

Zno

3041
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Konvergen pada |z| < 4 dan divergen pada |z| > 4

(7 — i)2" =1
SSE S
Lion n

n=0
1 1
an = 2 yApy1 = m
l. a‘l’l
p = lim
n-ow Ay yq
. 1/n2
= lim |-———
n—oco 1/
(n+1)2
(n+1)2
= M =
n—oo n
o n?f+2n+ 1’
= lim e —
n—oo n
=1

Jadi daerah kekonvergenannya adalah

® (Z _ i)Zn
Z n2
n=0

Konvergen pada |z — i| < 1 dan divergen pada |z —i| > 1
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Topik 12

Deret Taylor dan Maclaurin

Tujuan Pembelajaran
1. Mahasiswa memahami konsep dasar deret taylor
2. Mahasiswa mampu memahami konsep dasar dari deret maclaurin
3. Mahasiswa memahami fungsi matematis dari deret taylor dan maclaurin
4. Mahasiswa mampu menyelesaikan persamalahaan matematis terkait deret taylor dan

maclaurin pada bilangan kompleks.

A. Pendahuluan

Polinomial f(x) =a, +ax+aX* +...+a X" ...(*) adalah bentuk sederhana yang

menarik untuk diteliti. Salah satunya adalah menyatakan fungsi yang sama kedalam

turunan-turunannya, sebab harga kofaktor a,,a,,a,,...a, dapat di hitung dari nilai fungsi
turunan-turunannya:

f(x)=a, +ax+ax*+..+aXx" maka: f@=3a ()

f1(x) = a, + 2a,x+3a,x’ +...+nax",maka f'(0)=a, ....... (2)

£1(x) = 2, + 6a,x +12a,X... + n(n—1)a x"2,maka f*(0) = 2a, .... (3)

FO() = 62, +24a,x +.. 4N -D(1-2)a,x"* s f ©(0) = 64, @)

............................................................... dan seterusnya

M (y) = n(n — _
f*(x) =n(n=1)(n 2)"'3'2'1an+...,maka

f™(0)=n(n-1)(n-2)..3.2.14, )

Dari persamaan terakhir ini diperoleh kenyataan bahwa 5 _ f"(© berlaku pada
" n!

persamaan sebelumya: ke-(1),(2),...(n-1).

Oleh karenanya polinomial (*) dapat dinyatakan dalam bentuk lain :

f(x)=1(0)+ 0 X+ ) X* + () X3 +...+wxn
! 2 3 n! (*%)

Gagasan ini berkembang tidak hanya merubah polinomial kedalam suku-suku
yang mengandung turunan-turunannya, tapi boleh jadi sembarang fungsi dapat

diperlakukan sama. Temuan ini sudah barang tentu dengan anggapan bahwa f (x) kontinu
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dalam interval [a,b] dan dapat di differensialkan sampai tingkat ke n dalam (a,b) pada x =

0 atau f™(0) = ada, tepatnya berlaku pada interval dimana f (x) konvergen.
Karena rumusan tersebut ditemukan oleh Mac Laurin (1698-1746) maka :

1 11 3) o)
f(X)=f(0)+f (0)X+f (O)x2+]c (O)x3+_,,+ﬂx”
1 2! 3 n!

disebut deret Mac Laurin.
Sebenarnya deret Mac Laurin ini kejadian khusus dari deret yang dikembangkan
Brook Taylor (1685-1731) - salah seorang murid Newton.

B. Deret Taylor Dan Deret Maclaurin

Suatu fungsi f(z) tidak dapat direpresentasikan dalam dua deret pangkat dengan
pusat deret yang sama. Apabila f(z) dapat dinyatakan dalam deret pangkat dengan pusat
z,, maka deret tersebut tunggal. Setiap fungsi analitik dapat disajikan dalam deret pangkat.
Apabila f(z) analitik di dalam lingkaran C maka f (z) dapat disajikan dalam deret Taylor

atau deret MacLaurin bergantung pada pusat deretnya.

.rn Flz) analitik di dalam [y

Gambar 12.1 Lingkaran C dengan pusat deret z

1. Deret Taylor

a. Pengertian
M (5
Deret Taylor adalah Deret pangkat f(z) = f(z,) + Z;‘{;lfT('")(z — z,)™ yang

analitik pada daerah D = {z: |z — z,| < r}
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b. Teorema

ﬁeorema Taylor

Jika fungsi

dinyatakan ke dalam deret pangkat

[oe]

f(2) = Z a,(z —z,)",dengan a, =
= F(20) + 35y L (7 — g,y

-

F analitik pada daerah terbuka D =
{z:1z — z,| <1}, maka A’z) untuk setiap z € D dapat

f®(z,)

n!

~

/

Bukti :

Diambil lintasan

C={teD:|t—z,| =1}z € Int(C),dan f(z) = Z UG )z
c
Karena
a1
t-z  (t-zo)—(z—2o)
_ 1
(t ZO)(l_t Zo)
2 n-1 (z=20)"
_ 1 1+ Z—Z, (z—2z0) (z—2p) (t=zo)"
t—z, t-zo  (t—2p)? (t—zo)"1 1—?32
1 Z—Zg (Z_Zo)z (Z_Zo)n_l (z—2o)™
Tt (t-20)% = (t—20)3 (t-zo)"  (t-zo)"(t-2)
maka,
_ 1 I®
f(Z) T omi 5ﬁC t—z dt
f@®) f(®) f(t)
=—[g & Eodt+ (2= 2,) §, Lo dt+ (2= 2)*§, Losde+ o+

_f®

(z-zo)"

(Z - ZO)n ! Sﬁc

maka
f(20) = 56, £ de dan f7(z,) =

Oleh karena itu, diperoleh

nt Sﬁc

2mi

]+$(z—zo)”sﬁc

Menurut pengintegralan Cauchy, jika f analitik pada C U Int (C) dan z, € Int (C),

f®
(t z )71 1

O]

(t=zo)™(t-2)

dt
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_ f'(2o) f"(20) 2 1 (20)
@) = fz) + T2 (2 = 2) + T2 (2 = 2,)? 4 o 4+ L2220 -

1 Z—Z, noat
dengan R, = E-(ﬁc f(® (;) — e e e e (1)

t—z

Akan dibuktikan lim R, = 0.

n—-oo

Dari persamaan (1), diperoleh

Rl = ij(f() (=) 2

t—z

Karena f analitik pada C U Int(C), maka terdapat bilangan real M > 0 sehingga

berlaku |f(z)| < M untuk setiap z € C U Int C
Oleh karena itu diperoleh |—| < luntuksetiapt € C
Sedangkan untuk setiap t € C berlaku

=)=
t—z) |t—z|

1 1 1

[(t=20)—(2=20)| ~ |t—zol=|z—20]  T—|2—20|

Menurut teorema bahwa
; f(t)dt| < MI(C),dengan M = maks|f(2)|

Oleh karena itu diperoleh

1 |z—z4| n 1
0< IRyl < M (Z20), 2mr

r r—|z—2z4|

=Mr (Iz—rzOI)” 'r(zizo)

=k ('Z Z"') dengan k =

Mr

r—|z—2z,|

lz— < 1, maka lim (w)n = 0.

n—-oo r

Jadi im Ry = 0 cccee e e e (2)

n—-0oo

Karena —=

Dari persamaan (1) dan (2) diperoleh

(nl)
@) = f) + 52 (2= 25) + LEL (2 = 2,07 4 4 L2

w Mz
f(Zo) + anl n(!Z )(Z - Zo)n

Zo)n_an,

Zo)n_l =
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2. Deret Maclaurin

a. Pengertian

Deret Maclaurin merupakan deret Taylor pada saat Zo = 0

b. Teorema
- Zt H
] 9522——1+z+2|+ lz| =
HZU;L
[_1:'11. 23 25
— Eﬂ+1 —_— L —
5} zinz _DI:E*n n 1:“ = + = walzl =
= {—1)n i 24
— Eﬂ —
el cozz = ) {2?1:” =1- > +4.| s l2l = e

00
4l ZE ZE

(d] Smhz—zm +1:“—z+ gt e <o

4
e -:u:ushz—z:[2 ]I— + + + el = e

i liz:ﬂzﬂz“:1+z+z +z34 .0zl =1
Q Z[ 1]11.“—1—24-2' —z+ |Z|¢:1/
Bukti (a) :

Fungsi f(z) = e* adalah fungsi utuh, analitik pada C. Jadi jari-jari kekonvergenan
deret MacLaurinnya adalah p = . Karena f(z) = e? analitik pada C, diperoleh
f(0) = 1dan f™(z) = e untuk setiap n € N. Jadi f™(0) = 1.

Dengan demikian deret McLaurin dari f(z) = eZ adalah

F@=er=f+ Y L <o

n
- zn - Ak
A
! n!
n=1 n=1
Jadi terbukti bahwa
2\ g 7?2
eZ=Z—=1+Z+—+ , |z] < o0
n! 2!
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Bukti (b) :
f(z) =sinz ,f(0) =0
- ZO z—0

fre = (coszy), f'(0) = (cos0)
_ 2

f(2) = ( GRS im0 = & 2 (—sin0)
—0)3

f"(2) = (2 ) ——— (—cosz),f"(0) = (z ) (—cos0)

Sehingga

sinz =Y 0(§n1)1)lzzn+1 =z _Z3_T+25_T_ vy |z| < 00
Bukti (c) :

f(z) =cosz,f(0)=1

O = 228 singg), £10) = 22 (~sin0)

fr = E2 ) CAY cosa), £ 0) = E2 ) (—cos 0)
- _ 3
Fr@ = —(Z 3!Z°) (sinz), f'(0) = & 3|0) (sin 0)
Sehingga
o (-1)" - -
cosz=nz=(:) 2! z" = 1_E+Z_ vy |Z] < 00
Bukti (d) :
f(z) =sinhz ,f(0) =0
w2 _ 2~ ZO , _z- 0
f = (coshzy), f'(0) = (cosh0)
M2
() = ( =2 Ginhze), 1 () = E= 2 (sinn0)
- _ 3
f///(Z) — %(COS}]ZO) ,f’”(O) — (Z 3|0) (COSh 0)
Sehingga
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2n+1 Z3 ZS

sinhz = Z(2n+1)' z+3+5'+

Bukti (e) :
f(z) =coshz ,f(0)=1
—Zo , ’ z-0 ;
f’(Z) — (smh ZO) ,f (O) = (smh O)
(z = zp)? (z -
Fry = E2 coshz) 17 @) = E- D cosho)
— 3 - 3
1@ = G=2) 3!20) (sinhzy), f""'(0) = (z 3,0) (sinh 0)

. o 2z 22 g4
Sehingga coshz = 2"=0(z_n)! =1+ STt o |z] < o

Bukti (f) :

vy 2] < 0

Misalkan f(z) = ﬁ Titik singular dari fungsi f adalah z = 1.

Jadi jari-jari kekonvergenan deret MacLaurin f adalah

p = jarak dari 0 ke titik singular yang terdekat = 1

f@ =1  fO=1

@ 1 '0)=1
f (1 _Z)z lf( )
2
f”(Z) - ( )3 f” (0) =2
f///(z) — (1 — 2)4 ,f”I(O) =6
@) = = )nﬂ F(0) = n

Dengan demikian deret MacLaurin dari f(z) = ﬁ adalah

f@) = —— —f(0)+zf(), 2l <1
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=1+Z—zn=1+22n
n!

Jadi terbukti bahwa

(0]

=zzn=1+z+zz+z3+..., |z < 1

n=0

1—2z

Bukti (9) :
1
1+z

Misalkan f(z) =

Titik singular dari fungsi f adalah z = 1.
Jadi jari-jari kekonvergenan deret MacLaurin f adalah

p = jarak dari O ke titik singular yang terdekat = 1

1
f@=1— SO=1

-1
o= @ S

2
f (Z)=m;f (0)=2

]cnl(z) — ’fIII(O) = —6

Dengan demikian deret MacLaurin dari f(z) = i adalah

1 o (0
F@= =@+ > LD <

(o]
n!
=-14 ) —z"
n!
n=1

o)

=—1+Zz”

n=1
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= i(—n"zn

Jadi terbukti bahwa

! =§:(—1)“Z“=1—z+zz—z3+ lz| <1
1+z
n=0
C. Contoh Soal
1. Tentukan deret Taylor dari f(z) = ﬁ disekitar = i !

Penyelesaian :

1 . 1
@ =5z 0 =5
' N (i) = %
F2) =g A0 =5
oy 2 2
fz) = (1+2)3 O (1+1)3

n -6 I [ -1
f (Z)=m ,f (1)=m

(-1)".n!
(1+i)n+1

_ (=D)"n!
- (1+z)n+1

f*(z)

00 =

Jadi deret Taylor dari f(z) = 1%2 disekitar z = i adalah

f(z) = —

£ ()

= () + 2, =2 (2= )

_ i [ee] (_1)1‘1 __ \n
T 1+ + 2= (1+i)n+1 (z—1)

— co (_1)n __ \n
- Zn=0 (1+i)n+1 (Z 1)

2. Uraikan f(z) = % disekitar z = 1.

Penyelesaian :

1 _1 1
1+2z 2\1
2
1 1
_E 3—
§+(Z—1)
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Jadi diperoleh

oo

f(z) =

v, (21 e (D2 -1

3n+1

Z ( _1)n2n(z )n+1

3n+1

3. Hitunglah Y0 ,(=1)"nz" .

Penyelesaian :
N (=1)"nz" = N z((=1)"nz™ 1)
n=0 n=0
= zi(—l)n%@n)
= d—i (=D"(z")
=& (i7)

— ((1 :le)Z)

.z
- (1+2)?

1 —7 3 Z ( 1)n2n(z _ 1)r1+1
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D. Latihan Soal
1. Buktikan bahwa

— = Z(—l)n(n + 1)(Zin_—+?n, lz—i] <1
n=0

2. Tentukan deret Taylor dari f(z) = e* disekitarz = 1

E. Kunci Jawaban

1L f@) = S =
fl@ =-227 == f)=%
fl@ =6z =5 D=5
f"@=-24z5="7 @O =77
iz =& 1)n1(1r:1)n' () = (—1)7;5r+zl+1)n!
Jadi deret Taylor dari f(z) = ziz disekitar z = i adalah
f) = =)+ i D -y

Z — n!

(-=1D™(n+ 1)n!

e
Y O ey

z( _1)1‘;(+rll+ 1)( z— i)

i orm+n e

2. f(z) =e* (1) =e
f'@ = ez (1) =e
f'(z) = e” (1) =e
@ =ex (1) =e
f*(z) = e* (1) =e
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(“)( o)

(Z - Zo)n

£(2) = f(z,) + z

f™ (1
=f(1)+z nf )(z—1)n

=et+ Y- - =3, (z— 1"
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Topik 13

Deret Laurent

Tujuan Pembelajaran
1. Mahasiswa memahami konsep dasar deret laurent
2. Mahasiswa mampu memahami konsep dasar lema dari deret laurent
3. Mahasiswa memahami fungsi matematis dari deret laurent
4. Mahasiswa mampu menyelesaikan persamalahaan matematis terkait deret laurent pada

bilangan kompleks.

A. Pendahuluan

Misal fungsi f(z) analitik pada | z —zo | < Ro  (lingkaran dengan pusat di zo dan jari-jari Ro).

Maka untuk setiap titik z pada lingkaran itu, f(z) dapat dinyatakan sebagai :

flz)= Ecellq{: —zof ...z~ zgl< Ro)
Hem
(g
dengn 0 =L nf'”:' ...... (n=012,.)
Atan ditub=kan

16 =160+ L2 o)+ LB o (- )

Deret diatas disebut Deret Taylor di titik zo dan daerah | z — zo | < Ro disebut daerah
kekonvergenan atau keanalitikan deret. Bila f(z) fungsi entire maka daerah keanalitikan deret
yaitu:|z—zo0| <R

Bila fungsi f(z) tidak analitik di z = zo maka f(z) tidak dapat diperderetkan dalam deret Taylor
di z = zo. Agar f(z) dapat diperderetkan di z = zg maka dilakukan dengan cara membuang titik
singular z = zo dari daerah | z — zo | < R sehingga didapatkan daerah R1 < |z — zo | < R2 ( cincin
/ anulus ) yang merupakan daerah keanalitikan fungsi f(z). Hal ini telah dilakukan oleh Laurent
karena Dalam memperderetkan fungsi ke dalam deret Laurent kita tidak menggunakan
rumusan di atas, karena Kita ingin menghindari perhitungan integral lintasan. Untuk itu
dilakukan dengan menggunakan bantuan deret Taylor maupun deret Mac Laurin yang sudah

kita pelajari.

Modul Mata Kuliah Variabel Kompleks (IEM 213)



b

JURUSAN TEKNIK ELEKTRO
UNIVERSITAS TRISAKTI

B.

1.

Deret Laurent

Sejarah Deret Laurent

Dalam matematika, Deret Laurent dari fungsi f kompleks (z) merupakan
representasi dari fungsi yang sebagai rangkaian listrik yang meliputi segi derajat
negatif. Ini dapat digunakan untuk mengekspresikan fungsi kompleks dalam kasus di
mana ekspansi deret Taylor tidak dapat diterapkan. Deret Laurent dinamai dan pertama
kali diterbitkan oleh Pierre Alphonse Laurent pada tahun 1843. Karl Weierstrass
mungkin telah menemukan pertama kali pada tahun 1841 tetapi tidak

mempublikasikannya pada saat itu.

Definisi

Bagaimana penderetannya bila f(z) fungsi meromorfik yang gagal analitik di

sebuah kutub z = a di dalam daerah konvergensinya? Di dalam sebuah anulus

a fungsi f(z) menjadi analitik, karena z = a sudah berada di luar

berpusatkan di z
kontur. Daerah kovergensinya menjadi : r < | z-a| < []. Di dalam daerah penderetan
yang berupa anulus ini, deret fungsi yang dihasilkan tidak hanya berupa deret Taylor

(4.2) di atas, tetapi menjadi lebih umum dengan bentuk:

= 2 vd
Y- ) = o n "
o)=Y ez—a)" + D

n
n=>0 n=1(z—aj

"
Il
=
(8]
Il
)

»
i A
)
Daerah konvergensi Daerah konvergensi
Deret Tavlor Deret Laurent
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Suku pertama di ruas kanan tidak lain adalah deret Taylor,dan suku keduanya
yang berupa polinomial berpangkat negatif disebut sebagai bagian utama dari deret
Laurent. Jadi secara umum deret Laurent terdiri dari dua bagian : deret Taylor dan
bagian utamanya.

Jadi secara umum deret Laurent terdiri dari dua bagian : deret Taylor dan bagian

utamanya.

Lema Deret Laurent
Diberikan C,K dua lintasan tertutup sederhana Int (C)clInt (K), A= Ann (C,K). Jika

f analitik pada A,maka untuk setiap z € A, berlaku :

f(2) :iiE&dt—ii*;mdt

2m s t—12, 2 t—1z,

Bukti :
Diambil lintasan tertutup sederhana L, Sehinggaz  Int (L) < A. Menurut teorema

perluasan Annulus diperoleh:

i§&dt:i§&dt+i§ﬂdt

2 s t—1, 2mit—1z, 23 t—-1,

Sedangkan

C

f(z):%j:tf_ﬂdt
f(z)=—iﬂ§§ 6 dt———§ 1O 4

2my t -1z, 2m it -1z,

k c

Terbukti bahwa

f(z)=i§ﬂdt_i§ﬂdt

2m s t—1, 2m s t—1z,

c
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4.

Teorema Deret Laurent
Diberikan C,L dua lintasan tertutup sederhana dengan C={t: |t-z0|=r} dan K = {t: |t-
z0|=R}, dan A = Ann (C,K) = {t : r <|t-z0| < R }. Jika f analitik pada A, maka untuk

setiap z € A berlaku :

: e x e b,
\/ - > flz) = 2 a,(2 = 29)" + E l

n={

dan
Bukti :
Menurut lema 6.5.1 untuk setiap z € A berlaku :
q g0
" 27z| (t—z)nl
f(t f(t
2m 2 1=12, 2a g (t—17,)™
Pada deret taylor dlperoleh
; §f(t) dt_Za (2-2,)" dengan
m
. 1§ tA° 4 ")
" v (t—z)" n!
akan dicari
f fO 4
24 i t—Zo 1 ~ -1 ~ 1
_ —2)=(z2-2) (z-2.)-(t-z.) t-z
-1 (t-2)-(-2) (@-2)-0-2) (,_,yq =%
-1,
t—2z, .,
-1 t—z t-z t-z (z zo)
= A+ —2+(—2) +.... (—H)" =
z-1, 1-2, 1-1, -1, l—(t ZO)
z-12
Oleh karena itu, diperoleh : 0
t-z
o O
-f@) _ fO | fOe-2), | fOt-z)" "Ti-7
t-z -7, (2-7,)° (z-7,)" (t-2)
dan
fOC 2oy
. : z-1
limP, =lim—¢— " —dt=0
n—oo n—w 271 —7

C
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akibatnya diperoleh

-1 f(t) < -, dengan
——¢—"dt=> Db, (z-z,) " 9€NY
Zm.it_z 2bn(2-2))

1 oy _Lg @
b, =~ if(t)(t 20)"" =3 § T

Terbukti bahwa

x

f(z) = 2 a,(z — zo)" + 2

n«0 ('—ﬁ

1 f(@p g ] _L§ f(t)
" J(t—z,)™" " 27 (t-z,) ™

Misal f{z) idak anzhitk di z =z, tetapt analitik pada amubus, R <|z-

z, | = R. Maka fungs £z) dapat diperderetkan di z = 2, menjach bentuk deret ( deret

Laurent ) sebaza belhn
by

f@)= Ea”l:—-o) i IR (Ry<lz—zgl< Ry
n=d nl{z-zf"
1 i f() 1 f(z)
dengm @, ==— [————d=.n=012,...dm b, = 5= [—
- el -~o' b" ’nC‘l--'o] -

n=123. .. Lintasan C menpakan Imtzsan tuhgp sederhana vang terletak di dalam ambus
yang melmglag z,

Notas: lam yang biasa dizumakan wntuk menyatakan benhik deret Lawent vartu :

flz)= EC,,(:-:OP....IR 4z —zq|« Ra} Cp= ‘1 |f;:,)n_ld:
Moot i clz-z)

p=0F1%2 .

Contoh Soal

1. Buatlah menjadi deret laurent, jika diketahui :

F@)=—t |zp3<—32 |<1
Penyele aTa:?\

1& .. 3.
ZEHZ:;(—D (;)
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2.

Buatlah menjadi deret laurent, jika diketahui :

f(z):;,lq z1-2|<4
(z+2)(z-1)

Penyelesaian:
(2) = 1 __ A, B _Az-1)+B(z+2)
(z+2)(z-1) z+2 z-1 (z+2)(z-1)
1gmik z3)2,digerolRh 1=-3A, A=-1/3
Untuk z=1,diperoleh 1=3B, B=1/3
Maka diperoleh,

1 1
@)= (z+2)(z— 1)_5(2 1_(z+ ))
£ 1 1 1 1
7-1 z-2 u 7-2 2-2+1 241 z-2 1
=1 -1 4753
1 - 1\ v 1 1
- | | = 1R .
3—22( D (2—2) ZI: D (z—2)m1 z-2
n=il n=0

11
Y { (==
—2+4 4 Hz— "4
q_ n=

(—D"(z —2)°

4?]""1

n=0

jadi uraian deret Lawrent dari fungsi analitik f(z) = pada

1 < |z—2| < 4 adalah

) 1 111
f@ = {z+2][z—l}_§(z—l_z+2)

= (S - T )

(z=2) (z 2}

1)(1- 4
32[ 1){ ) n+1}|.—z|::4

(z+2)(z—-1)
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e —(z+1)
flz) = e O = |z| = oo

Karna e* = $i % = 1+ 2z + Lo, = dan e — (z+1) = =0T,

. Lo —{z+1)
maka uraian deret Laurent dari fungsi analitik f(z) = - _:,

pada 0 < |z| < o3 adalah

3 n—1

: ff+|] T |
flz)=—3—"= = Tn2" e l':'r=“[n+:!]!

D. Latihan Soal
1. Tentukan deret laurent, jika diketahui:

1
e

a. Deret Laurent untuk 1<| z | <2

b. Deret Laurent untuk | z| >2

E. Kunci Jawaban

Penyelesaian Latihan Soal

L a f(2) =1<|z]<2
1 1
M=y -2
1] 1 11& (1Y 1
ﬁzl—zlz(z” 2
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(z-1)(z-2) (z-1) (z-2)

0 n

f(2) =

Z n+1_z 2n+1 ! 1<|Z|<2'

n=0 z n=0

b. f(z) = |z|>2
1 N 1
(z-1) (z-2)

f(2)=-
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Jadi,
t(2) 1 1 1
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[ee) 1 o0 2n
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