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Integral Lipat Dua

BAB 1
INTEGRAL LIPAT DUA

Capaian Pembelajaran :

Bab ini membantu mahasiswa agar mampu untuk :

1. Memahami konsep Integral lipat dua Koordinat Cartesian dan
mampu menyelesaikan integralnya.

2. Memahami konsep Integral lipat dua Koordinat Polar dan
mampu menyelesaikan integralnya.

3. Menerapkan dan menyelesaikan aplikasi Integral lipat dua.

Deskripsi:

Dalam kuliah ini mahasiswa akan mempelajari integral lipat dua
di R?yang merupakan lanjutan dari integral yang sudah dipelajari
pada kalkulus dasar. Integral lipat dua terdiri dari integral lipat
dua dalam Koordinat Cartesian dan Koodinat Polar. Mahasiswa
juga diajarkan penerapan aplikasi integral lipat dua untuk
menentukan luas daerah, titik pusat massa dan momen inersia

pada benda-benda dengan rapat massa berbeda. (Lapidus, 1968)
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1.1 Konsep Integral Lipat Dua

Jika D suatu daerah di bidang XY dan f(x,y) fungsi yang
didefiniskan pada D maka konsep Integral lipat dua dari fungsi
f(x,y) pada D adalah

J- tla.»" Ll dimana dA adalah diferensial elemen luas
(Kreyzig, Kreyzig, & Norminton, 2011) .

Gambar 1.1 Konsep Integral Lipat Dua

Jika diketahui D = {(x, y) : a < x < b, c <y <d) dan fungsi
pada D adalah f(x,y) = x?+ xy. Maka integral lipat dua dari f(x,y)
pada Df, == = =d

Gambar 1.2 Daerah D = {(x,y) :a<x<b, c<y<d)



Integral Lipat Dua

Jika diketahui D = {(x,y) : 0 <x <1, x <y <x?} dan fungsi
pada D adalah f(x,y) = sin xy. Maka integral lipat dua dari f(x,y)
padal L, -®.yr i

Iy

i i

Gambar 1.3. Daerah D = {(x,y) (10 <x <1, x <y < x?}

1.1.1 Definisi Integral Lipat Dua

Misalkan D = {(x,y) : a <x <b, c <y < d} suatu daerah
empat persegi panjang di bidang xy, seperti diilustrasikan
pada gambar di bawah.

-
B o

.':ﬁul'll

a5 1=t 4

"%

Gambar 1.4 Definisi Integral Lipat Dua (KREYSZIG et al., 2011)
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Bagi empat persegi panjang D menjadi n buah persegi
panjang kecil kecil D,. Misalkan Ax, dan Ay, adalah panjang
sisi-sisi D,. Maka luas D, adalah AA = AxAy,. Selanjutnya
ambil titik (x,,y,) di dalam D, dan bentuk jumlah Riemann

Y SO g iy
Dimana f(x,y) suatu fungsi yang didefinisikan pada D.
Sebut |P| maksimum panjang diagonal D, k = 1,2,....,n dan
|P| dikenal sebagai norm partisi P.

E-lshdire p-lilp a5 m

B i, Vgt A, CH B

| m el E e e o AN W g L

1.1.2 Eksistensi Integral Lipat Dua
Bila f didefinisikan dan terbatas pada empat persegi

panjang D dan jika f kontinu pada D maka integral lipat
dua (Thomas, Weir, & Hass, 2009)

L b El
Harus diperhatikan syarat f kontinu terlalu kuat,
sebenarnya f masih bisa diskontinu pada sejumlah berhingga

lengkungan-lengkungan licin yang mempunyai turunan.
Selanjutnya dalam masalah ini hanya fokus pada fungsi f yang

Diketahui f(x,y) =sinxy dan D = {(x,y) : 1<x<2,2<y<4]}.
Karena f kontinu dalam D mak: *= . e ada.
1. -
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1.1.3 Sifat-sifat Integral Lipat Dua

Misalkan f(x,y) dan g(x,y) adalah fungsi-fungsi pada
derah D dan c adalah kontanta bilangan Real. (Mathematics,
n.d.)

Sifat penting yang dipenuhi oleh integral lipat dua
s SRR L I AR TRTE TR T AR
I Y | EFORE S B L I el B ot R R B G
s Wi Dy Dparacknm s - B v Bl o

P et e et e i Gy [T e
4l b b e
e Upaped =il glasii

:_[1 5o 4 vy = |'._|'|__ wlas =+ In |]: Tewa/

Jika diketahui D = {(x,y) :1<x<3,2<y<5}.
Misalkan D, = {(x,y) : 1 <x<2,2<y<5}
danD,= {(x,y) : 2<x<3,2<y<5}.

Maka

" L= ot b || flanes oo
|, reas _|_|=Ir e -I-L-. P

=

Gambar 1.5 Daerah ['ID=D[], UD,

Ul
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1.1.4 Arti Geometris Integral Lipat Dua

Jika f(x,y) > 0 dan f didefinisikan pada D = {(x,y) : a <
x<b,c<y<d}maka [[ f(x,y)dA:hvolume benda pejal
yang terletak di bawah permukaan z = f(x,y) dan di atas
empat persegi panjang D. Empat persegi panjang D berada
di atas bidang XOY yang juga merupakan proyeksi dari
volume benda pejal terhadap bidang XOY. (Penerapannya,

Gambar 1.6 Arti geometris Integral Lipat Dua
1.2 Integral Lipat Dua Koordinat Cartesian
1.2.1 Tafsiran Integral Lipat Dua dalam Koordinat Cartesian
Ada beberapa tafsiran integral lipat dua dalam

Koordinat Cartesian yang dipengaruhi oleh fungsi-fungsi
yang membangun D.

1. Jika D daerah yang dibatasi oleh a < x < b, c<y <d,
maka integral lipat dua dapat dinyatakan
) i Eo L,
_-II._I II_.!._:.'.LI.':. . -I.E el -f PR - 1
Integral ruas kanan disebut juga integral berulang f
terhadap y dahulu kemudian diintegralkan terhadap x.



Integral Lipat Dua

Integral lipat dua di atas juga dapat ditulis dalam
bentuk integral berulang f terhadap x dahulu kemudian
diintegralkan terhadap y, dan dapat dinyatakan dalam
bentuk

o rd l-r

|| R L Tl chle Ty

[ p—=dr_=

2 E

Gambar 1.7 Tafsiran | Integral Lipat Dua

2. Jika D daerah yang dibatasia <x <b, g, (x) <y <g, (x),

I FEorasl
L _'-:I..r:ll"— Il-:l.l .-|.'_|- N E
da 4 I.J_l. aiE

[
-

e |_'|u'1"
(i}

a] meimd
~

:1" I -

Gambar 1.8. Tafsiran Il Integral Lipat Dua
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3. lJika D daerah yang dibatasi p.(y) < x < p,(y), c <y <d,
L

_I_I; O e [ _I I ..._||'-| S TR

oy
-~
| f —
*

i i

L L LY

LY

[

Gambar 1.9. Tafsiran Il Integral Lipat Dua
4. JikaD=D,UD, dimana D, dibatasia<x<b &g, (x) <y
<g, (x) dan D, dibatasiolehb<x<c&g, (x)<y<g,
(x). Misalkan f(x,y) fungsi yang bekerja pada D maka

o L,
i ri s inoElad
_|_|r P Tl Tt
ol . L L 1
.,.-_.,.r_.,...'.'-"-:-"":-'ll-" SRS LIRS L

e
ey
.Il.-' -..-'ll-
':' i i:
o
-l_ Fa
2 g

Gambar 1.10. Tafsiran IV Integral Lipat Dua
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Tafsirkan D = {(x,y) :a<x<b, g, (x)<y<g, (x)} =
{(xy):c<y<d, h (y)<x<h,(y)}
Penyelesaian

.'I."":I:-:'.'_.- __.-.ll
.- ;-
. -"':"""—l-' 1

Gambar 1.11 Daerah D dibatasi 4 lengkungan

Dari gambar di atas misalkan:

y =9,(x) adalah lengkungan ACB

y = 9,(x) adalah lengkungan ADB

x=h.(y) adalah lengkungan CAD

x =h.(y) adalah lengkungan CBD
Maka ‘cafsiran_l:rlll f :‘:_:”_-;.- — _|"" . I::'I':I _I-I'.r,:|."| O I E
atau I R L KA .
=f. _|___ N il Flmwlax dv
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Tafsirkan [f, f(x,»)dA jika D daerah yang dibatasi oleh y =
2X, X = 1 dan sumbu x
Penyelesaian:

Gambar 1.12 Daerah D dibatasi y=2x, x=1 dan sumbu x

doran foef gz o = 2, IR E R =T 0

(] o _'_I'_. Mz yiud = _l;_. ]';_':l_:.'_."[..:_ Pl otz
o
_f_':‘_:___l'-::..':-'i-:.'.'. U

10
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Tafsirkan [f f(x,y)dAjika D daerah yang dibatasi oleh
y=-x*+2dany=x

Penyelesaian:

.-l-._.'-— e=-n +1
! .
P \1"

i .-'-.-

e g - i

jd

Gambar 1.13 Daerah D yang dibatasi oleh y =-x*+ 2 dan y = x

Papcloges v= -] Sihaio— g
WEemhr =y ="

i kR i ms

=1 ==1

ey o Lt =]
(WRTRL S ERGTT T TR FlEd e g — L e
SRR R SN S ey ERC T
=

Gl TEC T

L
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Diketahui |'|: ﬁ'l.: 1z 3¢ Ubahlah batas integrasi dan

selesaikan mtegralnya

Penyelesaian :

Gambar 1.14 Daerah D yang dibatasi oleh y = 2 - x2 dan y = \x

Faammy J=L"J1a ! &
e a1 B LA
rf di= 1l &
T ELENIETI P PRy
wld T

i -_l-l;f-.. votm '.'II:.-"" LR PIETR Bl | e TPCN [

[ = LT B
I:-"l'-ll"'r b
I,

.=
rat o= L' N

.
SR j--.-'r
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Integral Lipat Dua

Diketahui |'| l:_:_ "'_.:.. .iv 1 Ubahlah batas integrasi dan
selesaikan integralnya.

Penyelesaian:

Gambar 1.15 Daerah D yang dibatasi oleh y =2 - x> dan y = x?
ok ol =2 e B
1 perode = . L
Krr=g=N0
i ] pahex w4l
BT preramsen bmzEongyt kel e e a e
Yim i =y MR e syl - p

iy e o ]_..l'_.l

e . —
] ot “re dpds |_:'f.'rr|| 0 _L"l'l__'__'l_l_' FREIEL
o e S A L e T

g T R | ]I S R P By SR 1

13



Matematika Integral Dalam Ruang Dimensi 2 dan 3

1.3  Integral Lipat Dua dalam Koordinat Kutub (Polar)
Titik-titik di bidang dapat dinyatakan dalam koordinat
Polar P(r,0), dimana:
r =jarak titik O dengan P
0 = sudut antara sumbu polar dengan OP
Dengan batasan :
r>0

0 <0< 2m atau dengan arah negatif -m<0<m

" ir.H:

FiETiEu I'ndar

Gambar 1.16 Koordinat Polar

Kaitan Koordinat Cartesian dan Koordinat Polar dijabarkan
sebagai berikut. Dengan mengambil O sebagai titik polar dan
sumbu x positif sebagai sumbu polar diperoleh hubungan
(Samura & Pengantar, n.d.)

¥ = maow i
d=a.d
; 1ES - gl

14



Integral Lipat Dua

Calg i el Kiedapa nisin

A et
e
dr Ay
— E
i it s
1
a2
d0 0 b

LG I L | - TR s [y [T
0 < 0 < 2m (arah 6 berlawanan dengan arah jarum jam,
6 = 0° adalah sumbu x positif)

-

=1

e

Gambar 1.17. Kaitan Koordinat Cartesian dengan Koordinat Polar

Definisi Integral Lipat Dua Koordinat Polar
Jika D daerah yang dibatasi oleh r = r, (6) dan r = r, (8) dengan
6 = o sampai 6 = 3, maka tafsiran Integral Lipat dua dalam

koordinat Polar adalah

JJ .|.._-1'.1-J': _I::'u:-.-:l:rr.:-:l

15
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Su=rtu el

Gambar 1.18 Tafsiran Integral lipat dua Koordinat Polar (Wahyuni,
2017)

16



Integral Lipat Dua

Koordinat Polar

1.3.1 Beberapa Daerah D yang Berhubungan dengan

:h.ll- Ll |
el P e i = P

-

- .'llll-"-‘" mw

Cmgin m = e =l D
L= g a

T s i

i reell = el

el

I.h a'-rr'-lq-ll
A g ey
T e =

D

rlea'r+-"er'l - Curimi a B

relnomi

Gambar 1.19 Gambar-gambar yang berhubungan
dengan koordinat Polar

17
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Hitung I, .15 4 pidA jika D daerah yang dibatasi

oleh_r. .-m h|_|--'|

Penyelesaian:

Gambar 1.20 Daerah D yang dibatasi oleh y = V((14 - x?)
dany=0

Ty o lotad  =[ o[ ==aral

LRSI
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Integral Lipat Dua

Hitung [f, xy dAjika D daerah yang dibatasi oleh
F ||I—JI|_|- arhipe L

Penyelesaian :

Gambar 1.21 Daerah D yang dibatasi y = V1 -x[12, y =
xdany=0

_l'_l a5 oed --:.. :::Il-ll-n.l"'l:--.ll"l"l.l. T
=I5 et an ) 0 e g

L'_l:_-.llrll.l' |I|_|_-_I"-"-|

o B T L

L)
R i n

19
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Hitunglah ff,, 3y dAika D daerah di kuadran pertama
yang berada di luar lingkaran r = 2 dan di dalam kardioda
r=2(1+ cos0)

Penyelesaian:

Gambar 1.22 D daerah di luar r = 2 dan di dalam r
=2(1 + cos[] 0)[]

Karena D adalah himpunan sederhana lingkaran r,
sehingga soal di atas dapat ditulis sebagai integral lipat
dua dengan koordinat polar dimana r sebagai peubah
pengintegralan sebelah dalam dari r = 2 sampai r =

AP IL I =4 -.I_';:_'I_' _Lr-__:"""l' [zl 0 v =230

LT P B ]
fug-, ! ana g B ]

AT e Y el = ] A

~dT _:_L. Pt B ey 1V

=4

20



Integral Lipat Dua

1.4  Aplikasi Integral Lipat Dua

1.

Jika D daerah pada bidang XY maka luas D adalah
(Mauch, 2002):

Titik Pusat Massa

Jika D daerah pada bidang XY dan p(x,y) rapat massa
disetiap titik pada D, maka :
2 et li-ow ||: [ Pty
m ey =i e R e G ok

R e g T R R R PR R L

e ran ia b i dy s M. L dA

- IR a1 2]

e e e e b mee bk malEal £
Momen Inersia adalah jarak kuadrat dari titik pusat

massa ke sumbu

o i rms v el pdE kb '—|.|I:.'-.-..'
i"m N i =

L I RS A | ERER AR | R LR R

sNERt I Atk N ol = AR e
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Matematika Integral Dalam Ruang Dimensi 2 dan 3

Hitung luas daerah D yang dibatasi oleh y = x? dan
y = 4 di kuadran pertama.
Penyelesaian:

Gambar 1.23 Daerah D dibatasi oleh y = x? dan y = 4 di kuadran I.
LanT fj 2 Yo
I-.-.-il-".::"'l-':
n_|: Er, e
[iL= x'iq

R 1
E== < uyias L ins
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Integral Lipat Dua

Jika D daerah yang berbentuk lamina yang dibatasi
olehy =x, y = 0 dan x = 4. Misalkan diketahui rapat massa
p(x, y) = xy, tentukan :

a. Massa lamina

b. Titik pusat massa

¢. Momen Inersia |, Iy dan |,
Penyelesaian :

Gambar 1.24 Daerah D dibatasi y= \x, y = 0 dan x = 4
e Ruiakmrw = p= 1, o= di= |:'_I :. R
[ ol

I.I.El%h:h‘_!
-J:.l.-—_ﬁ'llll

[2+"1
il

-
=
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Matematika Integral Dalam Ruang Dimensi 2 dan 3

Jika D lamina yang berbentuk seperempat lingkaran
x2+ y?= a? di kuadran I. Misalkan diketahui rapat massa

p(x,y) sebanding dengan jarak titik (x,y) ke pusat lingkaran.
Tentukan :

a. Massa lamina
b. Titik pusat massa
¢. Momen Inersia | ,Iy dan l

Penyelesaian:

Gambar 1.25 Daerah D dibatasi x*+ y?= a? di kuadran |
p Taow: T ol f1 LT 0 Fhoramis
R e core [ eaed ad
mi[ dygat = 2 et wECabar Laws Bl

-'-_|';':_|I'___._- p—_
Y T
S it 15 I

<

L]

v, AL

k
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Integral Lipat Dua

Jika D daerah yang dibatasi oleh lingkaran (x - 2)*+ y?=
4. Misalkan diketahui rapat massa p(x,y) = k(x?). Tentukan :
SR B I T T PR Rt
b Cees Lirdw
O | B 1
Penyelesaian:

oy,

RO

Gambar 1.26. Daerah D dibatasi (([1x - 2) 12+ y?=4
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UJI CAPAIAN PEMBELAJARAN

Diberikan tugas mandiri pada pertemuan ke 2 dan pada

pertemuan ke 3 diadakan Quiz di awal perkuliahan.
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Integral Lipat Tiga

BAB 2
INTEGRAL LIPAT TIGA

Capaian Pembelajaran :

Bab ini membantu mahasiswa agar mampu untuk :

1. Memahami benda-benda di ruang tiga dimensi

2. Memahami dan menyelesaikan integral lipat tiga
dengan menggunakan koordinat Cartesian

3. Memahami dan menyelesaikan integral lipat tiga dengan
menggunakan koordinat silinder

4. Menerapkan dan menyelesaikan aplikasi integral lipat tiga.

Deskripsi:

Dalam kuliah ini mahasiswa akan mempelajari benda-benda di
ruang dimensi tiga, pengertian dan definisi integral lipat tiga.
Selanjutnya akan dipelajari integral lipat tiga dalam Koordinat
Cartesian dan Koodinat Silinder. Mahasiswa juga diajarkan
penerapan aplikasi integral lipat tiga untuk menentukan volume
benda, titik pusat massa dan momen inersia pada benda-benda

dengan rapat massa berbeda.
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Matematika Integral Dalam Ruang Dimensi 2 dan 3

2.1 Gambar-gambar Bidang di Ruang Tiga Dimensi
Sebelum masuk ke pembahasan integral lipat tiga, kita
harus mengetahui terlebih dahulu bentuk bidang yang digunakan
dalam ruang berdimensi tiga. Beberapa bidang yang umumnya
digunakan yaitu: (Wrede & Spiegel, n.d.)
1. Limas segitiga ax + by + cz = d, dimana aq, b, ¢, d tidak
sama dengan nol.
Cara menggambar:

Impaa =k n1ure r ocpmeel 17w 4 IFI. [ B oy
L

- ] - - - o L] "

- WEX G AR p-r 2 =k A= = =ked

fama o g ru s, imprefl 1=wms - -:-l.'ll

akt
._."‘-.___ .
g .'"'-.___
llll,l'l ."-.__-;J. =
o e .

:.'l._:,;;;."--' -

-
"

.
i

Gambar 2.1. Limas Segitiga
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2. Paraboloida z = x* + y?
Cara menggambar:
Misal x = 0 —» z = y? (di bidang YOZ, berbentuk parabola)
Misal y = 0 - z = x* (di bidang XOZ, berbentuk parabola)

Gambar 2.2 Paraboloida

3. Silinder / Tabung x?+y*=r?

Gambar 2.3. Tabung / silinder
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Matematika Integral Dalam Ruang Dimensi 2 dan 3

4. Kerucut Tegak z=+/x*+)?

Gambar 2.4. Kerucut tegak

5. Bola x?+ y?+z°=r?

m

()
S .

2.1.1 Konsep Integral Lipat Tiga

Konsep yang diwujudkan dalam integral tunggal
dan integral lipat dua dapat diperluas dengan cara
yang alamiah menjadi integral lipat tiga atau bahkan
menjadi integral lipat n.

Misalkan B suatu benda tertutup di ruang yang
dibatasi oleh beberapa permukaan. lJika f(x, y, z)
suatu fungsi yang bekerja pada B maka integral lipat
tiga dari fungsi f atas B ditulis

T E A B -t TP RS T AT ) RS BV R b

38



Integral Lipat Tiga

Gambar 2.6 Konsep Integral Lipat Tiga
2.1.2 Definisi Integral Lipat Tiga
Bagi daerah B atas daerah-daerah kedl B, k=1,2 3, ..,
n yang berbentuk paralelepipedium (kotak) yang
sisi-sisinya sejajar dengan sumbu-sumbu x, y dan z.
Misalkan volume B, adalah AV, dan ambil titik ( x,,
Y. z,) dalam B,. Kemudian bentuk jumlah Riemann
Eami P Yo ) ALY

Sebut |P| = panjang diagonal terpanjang dari semua
B,k=1,23, ..,n

Csibgd hppren Lige 7 3

b Bl LT B YRS R R I L R

n x r
-
et = e it s e S N R N
. i e r e . -

LR s L AR |
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s

Gambar 2.7 Definisi Integral Lipat Tiga
2.1.3 Eksistensi Integral Lipat Tiga

Jika f kontinu dan terbatas pada B maka [ff,f(x, y, z)dV
ada.

Syarat f kontinu terlalu kuat, sebenarnya fungsi f
masih dapat diskontinu pada sejumlah berhingga
permukaan licin sehingga dapat terdiferensial.
Pembahasan selanjutnya hanya difokuskan pada f

Jika diketahui f(x,y,z)=x*yzdan B ={(x,y,2):1sx<2,0
<ys<1,1szs2). Karena f kontinu pada B maka [ff ,x*yz dV ada.

2.1.4 Sifat-sifat Integral Lipat Tiga
Beberapa sifat penting yang dipenuhi integral lipat

tiga yaitu:
1l lfte v, 2) + g(x y, 2] dV = [If  fix v, 2) dV + I,
g(xy z)dv

2. fl,af (xy z)av=allf,fixy z)dv
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3. Untuk B, dan B, yang memenuhi B=B, UB,, B, n
B, permukaan, maka

Weftxy 2)dv= [l f(x v, 2) dV+ [If . f(x v, 2) AV

4. Jikaf(x,y, z) <g (xy z) untuk setiap (x,y, z) anggota
B, maka

I fx vy z)dvs [If ,g(x y, z) AV

IJ, (4x?+ 3y)av = [[[ , 4x? av + [f[ , 3ydV

JkaB={(xy,z):-1sxs2,0sys1,1szs<4)}.

Misalkan B,={(x,y,2) :-1<x<2,0<y<1,1<z<2}dan
B,={(x,y2):-1<x<2,0<y<1,2<z<4}

Maka [[f f(x y, 2) dV=[[[, fx y, 2) dV + [[[, fx y, 2) AV

Jika flx, y, z) = x*+ y?+ z* dan g(x, y, z) = 2x* + 3y? + 4z° dan
B={(xy,2):-1sx<3,0sy<1,0sz<3}. Karenaf(x,y z)<g(xy z)
untuk setiap (x y, z) € B, maka fffo(x,y, z)dV < fffB glxy z)dv.

2.2 Integral Lipat Tiga Koordinat Kartesian

Misalkan B suatu daerah di ruang yang dibatasi di atas oleh
permukaan z = g, (x, y) dan di bawah oleh z = g, (x, y). Misalkan D
adalah proyeksi B pada bidang XY, maka

JIJ, fx.y, z) dV dapat ditafsirkan sebagai berikut

[IF foo v, 2) av = [f, (28262 fs v, 2) dz) dA

Integraldiruaskananadalahintegral berulang, dimanayang
pertama diintegralkan terhadap z dan kemudian integral lipat
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dua seperti yang telah dipelajari pada bab I. Untuk selanjutnya
tanda kurung dalam integral berulang dihapuskan dan integral
yang paling dalam dikerjakan terlebih dahulu. (Kreyszig, 2014)

: | LN
v ]

10-- L,
I_ SRR
i -

RN k-1 |

Gambar 2.8 Tafsiran Integral Lipat Tiga (Kreyszig, 2006)

Misalkan B daerah yang dibatasi oleh bidang-bidang x = a,
x=by=t (x), y=t,(x) dan permukaanz=g, (x,y),z=g,(x y)

JadiB={(xy,z):asxsbt(x)syst(x),g,(xy)szsg,(x
y)}dan D={(x, y):a<x<b,t(x) sy<t,(x)} adalah proyeksi B
terhadap bidang XY.

Maka tafsiran Integral lipat tiga

.|I|_. fonpat Al = | .II-.-.-.l:. |

“rix A S L R
I5g =
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Selesaikan integral berulang ;' |;:"" ; S PROETY R Tt
Penyelesaian :

r I._.-I P -I.I- -_.I.. i PR rl-l.lrnll .

LT PO cmpdyis 1:34)-4 ar

il T At TR
|..:.:-. [ A LRl
|_=_-I |-.—_I--.-++'|"'_.LJ

1™ racdad = S = riay o

™ | R B [ ER ] E

Tafsirkan [ff, f(x y, z) dV dimana B daerah yang dibatasi
olehz=1,z=2+x*+y’dan x*+y’=1
Penyelesaian:

Gambar 2.9 B dibatasi oleh z=1,z=2 + x*+ y? dan x? + y?= 1
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- - |

Gambar 2.10 Penampang di bidang YZ

il

Gambar 2.11 Proyeksi B terhadap bidang XY
B={(xy,2):x¥*+)?’<1,1<z<2+x*+)?*}
dan proyeksi B terhadap bidang XY adalah

D={(xy): x*+y*’< 1}
Jadi

TR O I R I W R T E LR

c=a =2t F]

. |_:_ e |__"" PO E A

= 008 - =
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Tentukan [ff, (2x) dV jika B daerah yang dibatasi x + 2y + z =
2,x=0,y=0dan z=0.
Penyelesaian:

s i
. __._"___—-
o
e
"

"

Gambar 2.12 B dibatasi x+2y+z=2,x=0,y=0,z=0.

Proyeksi B pada bidang XY adalah daerah D yang dibatasi
olehx=0,y=0danx+2y=2

Gambar 2.13 D dibatasi x + 2y =2,x=0,y =0
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2.3 Integral Lipat Tiga Dalam Koordinat Silinder/ Tabung

Ketika sebuah benda B dalam ruang berdimensi tiga

mempunyai sebuah sumbu simetri, maka perhitungan integral

lipat tiga atas B sering dipermudah dengan menggunakan

koordinat silinder. (Kreyszig, 2013)

. .
- 1

Gambar 2.14 Koordinat Silinder

Jika P suatu titik di ruang dan P, proyeksi P pada bidang XY.

Sebut OP, = r adalah jarijari dan 6 adalah sudut yang

dibentuk OP, dengan sumbu x positif.
Maka koordinat silinder dari P adalah P (1, 6, z)

Hubungan antara kordinat Kartesian dengan koordinat

" - 1 5
Ir e I_-_I.llx "
R o T '_L._I:r__!::l-
Lo P
Dalam koordinat silinder dV =r dz dr d6
Determinan Matriks Jacobi |¢ = |1
Sl
= Hr dr
e -t 2z
AL [P
L5 q& il
L ‘ L
o4y o
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Sehingga [f o fte 3 2) av={If , f(r, 6,2) | ] | dz dr d©
= fffo(r, 6,z)rdzdrdo
Bila B daerah yang dibatasi di bawah oleh permukaan
z=g,(r, 0), di atas oleh permukaan z = g, (1; 0), silinder-silinder
r=r,(0), r=r,(6) dan bidang-bidang 6 =6, dan 6 = 6,.

-.-'-l-l- .r-r.l L |
=g g e e |
4 _-."_'.l F L
. - i+ '.-.'.--.-._"._l:_ 1 |

Ll "
Gambar 2.15 Tafsiran Integral Lipat tiga Koordinat Silinder
Maka

oy L

_|_|_| Forpr)y & Ir.-'- | Frmdoregd.ie & aed
I " . |

J o e

Tentukan koordinat silinder dari titik P (1, 1, 2)
Penyelesaian:

r=N@+y) =@+ 1) =2
Q:arctgizarctgl maka 0 = E
z=2

Maka P(r;, 6, z) = (\/Z,E ,2)
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Tentukan [ff, dV jika B benda yang dibatasi oleh x* + y*= 4

bidangz=0z=6

-
"
"
= -

Penyelesaian:

e .
l-. 3
a
e
"
"~
5 r

Gambar 2.16 B dibatasi x’+ y’=4,z=0dan z = 6.

Proyeksi B terhadap bidang XY adalah daerah D yang
diberikan pada gambar di bawah

Gambar 2.17 D dibatasi x* + y?=4
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G e = L ol i

P r
e _I-:| _I.I-:IT'I:IE-l .:_lr.-.l':l

- [:zl'rt_rﬁn TR T,
[ B TR
12 (32x)
2T

Tentukan [f[, 2xy dV jika B benda yang dibatasi oleh
z=4-x*-y?,z=0,x*+y*=2x dan y = 0 di oktan pertama.
Penyelesaian:

Iz

Gambar 2.18 B dibatasi z=4 - x?- y?, z = 0, X’ + y*= 2x & y = 0 di oktan I.
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Proyeksi B terhadap bidang XY adalah daerah D yang
diberikan pada gambar berikut.

RN

Gambar 2.19 D dibatasi x? + y?= 2x, y = 0 di kuadran |

Dari permukaan di atas diperoleh
X+ yP=2x—>(x*-2x) +y*=0- (x-1)°+y*=1
maka r =2 cos 6

Jadi
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Tentukan [ff,x*y dV jika B benda yang dibatasi oleh

z=+(x*+y?),dan z=09.

Penyelesaian:

Perpotongan z =+/(x?+y?) dan z = 9
Diperoleh r=9

Gambar 2.20 B dibatasi oleh z = /(x? + y?), dan z = 9

Proyeksi B terhadap bidang XY adalah daerah D yang
diberikan pada gambar berikut.

;"'Jl“h.,l

o m— - ——I_I
I

Gambar 2.21 D dibatasi oleh \/(x2+y2) =9
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2.4 Aplikasi Integral Lipat Tiga

1.
2.

Volume daerah B adalah : V= [ff, dV
Titik Pusat Massa
Misalkan p (x,y, z) rapat massa disetiap titik pada B, maka

*Massa B=m = [[[,pdV

* Momen massa (jarak linier titik pusat massa ke
bidang).
- Momen massa terhadap bidang xy ditulis M_= [[f pz
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av e o Aase

- Momen massa terhadap t-)ida-ng }z ditulis M= [ff, px
av

- Momen massa terhadap bidang xz ditulis M_= [[f, py
av

* Titik pusat massa =

Jika B benda yang dibatasi oIehﬂTx2+y2] dan z = 4.
Misalkan rapat massa yang bekerja pada B adalah 3\/[x2+y2).
Tentukan :

a. Volume B

b. Titik pusat massa B

¢. Momen inersia terhadap sumbu z

om
o

Gambar 2.22 B yang dibatasi oleh z = \/(x2+y2) danz=4
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Proyeksi B terhadap bidang XY adalah daerah D yang

diberikan pada gambar di bawah.

Gambar 2.23. D dibatasi lingkaran dengan r = 4
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Karena B simetri terhadap sumbu z maka X = y = 0, jadi
cukup dicari momen massa terhadap bidang xy
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Jika B benda yang dibatasi oleh 3x + 2y + z =12 dan z = 0.
Misalkan rapat massa yang bekerja pada B adalah k, k konstanta.
Tentukan:

a. Volume B

b. Momen inersia terhadap sumbu y

Penyelesaian:

e
]
III '-' .I.l-'.'-
L NI :
| et

Gambar 2.24. B dibatasi oleh 3x + 2y +z =12 dan z = 0.

Proyeksi B terhadap bidang XY adalah D yang diberikan
pada gambar di bawah

"

fl

Gambar 2.25. D dibatasi oleh 3x + 2y = 12, sumbu x dan sumbu y
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Momen inersia terhadap sumbu y
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Jika B benda yang dibatasi oleh x*+ (y - 2)?=4, z = 0 dan

k

z=6. Misalkan rapat massa yang bekerja pada B adalalp = .

Tentukan:
a. VolumeB
b. Massa B

Penyelesaian:
Bidang x? + (y - 2)? = 4 adalah silinder tegak dengan alas
lingkaran yang berpusat di titik (0,2,0)

Gambar 2.26. B dibatasi x’+ (y-2)’=4,z=0danz=6
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Proyeksi B terhadap bidang XY adalah daerah D yang

I--r LJ_;'- -'I
/

diberikan gambar di bawah

Gambar 2.27 D dibatasi x*+ (y - 2)*=4
Jari-jari lingkaran D ditentukan dengan cara:
X+ (y-2)=4
X2+y?-4y+4=4
X+ y?=4y
r=4sin@
e = F s A | L, Ardd
[P PRI ™ o rv] AT R R PSSRR B L RS Iy * ey

0 Lo em
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UJI CAPAIAN PEMBELAJARAN

Diberikan tugas mandiri pada pertemuan ke 5 dan pada
pertemuan ke 6 diadakan Quiz di awal pertemuan.
LATIHAN 2

1.

Hitunglah integral berulang berikut:
S I ] bt L L

b L T et s e

E I'" |'.r .rr ..-. fs dpaa

e [T e

I B
Jika B benda yang dibatasi oleh 3x + 2y + z = 12 dan
z =4. Misalkan rapat massa yang bekerja pada B adalah
konstanta, tentukanlah:
a. GambarB
b. Volume B
¢. Massa B
Jika B benda yang dibatasi oleh z = 6 - (x* + y?) dan
z =2. Misalkan rapat massa yang bekerja pada B adalah
p = 3+/x2+y?), tentukanlah:
a. Gambar B
b. Proyeksi B terhadap bidang XY
¢. Titik pusat massa B
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64

. Jika B benda yang dibatasi oleh (x-2)?+y?=4,z=0 dan

z = 6. Misalkan rapat massa yang bekerja pada B adalah

in= _.-._-_i'ﬂtentukanlah:

a. GambarB

b. Proyeksi B terhadap bidang XY

¢. Momen inersia terhadap sumbu z. Tentukan
Il , (*+ y?)dV apabila B daerah yang dibatasi oleh

z=~/(X*+)?)dan z =2 - (X’ +y?).

. Tentukan [[ff, (¥’) dV apabila B daerah yang dibatasi

oleh z = (x*+)?), (x* +y?) =4 dan z = 6.

. Tentukan [ff, (x* + y?)* dV apabila B daerah yang

dibatasi oleh z = (x2+ y2) dan z = \/(x? + y?)

. Tentukan [[f, xy dV apabila B daerah yang dibatasi oleh

z=(xX*+y?), (x*+y?)-2y=0danz=0

. Jika B benda yang dibatasi oleh x?+ y*=4,x?+y*=9,z =

12 -x*-y*dan z=0.

Jika rapat massa p = x? +)?, tentukan:

a. Volume B

b. Massa B

¢. Momen inersia terhadap sumbu x dan sumbu y

. Jika B benda yang dibatasi oleh x?+ y?=4x, z = 0 dan

= 8. Jika rapat mass . , tentukan momen
z P h J’I:.

inersia terhadap sumbu z
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BAB 3
KALKULUS VEKTOR

Capaian Pembelajaran :

Bab ini membantu mahasiswa agar mampu :

1. Memahami fungsi bernilai vector dan differensial vektor.
2. Memahami operasi fungsi vektor.

3. Memahami gradien, divergensi dan curl.

Deskripsi:

Dalam bab ini mahasiswa akan mempelajari tentang fungsi
vektor, diferensial vektor dan operasi fungsi vektor. Mahasiswa
juga diajarkan bagaimana menentukan gradien sebuah fungsi,

divergensi dan curl. (Penerapannya, n.d.)

3.1 Fungsi Bernilai Vektor

Jika D suatu himpunan di ruang R". Jika F suatu fungsi
bernilai vektor di ruang R™ dengan daerah definisi D adalah
aturan yang mengaitkan setiap anggota x di B dengan satu dan
hanya satu vektor y di R™ dan ditulis y = F(x).

Selanjutnya vektor di R™ dapat ditulis y = (v,, y,, y,,.» Y, )-
(Volume, Sirovich, & Marsden, 2009)
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Diberikan y = f (x) fungsi dua variabel dengan nilai vektor
di R*adalah

Fi] o [l vy A4 ot
F=i =[.;=]= LA ST
FIR FoH ENE ) I R T i
Tentukan y di titik (2, -1)
Perpz eEa 20

o i FI;JI--H:' CE N o
i £ B ) i IALETE ] ol I
Yl Falagaal] |+ Exs

LR ==Ly
= @0
=T =T

B
B
o

FAabe vzilipe O, i =

= |
_|:|:
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3.2 Diferensial Vektor
Jika F(u) = (F, F, F,) adalah suatu fungsi vektor. Fungsi
vektor tersebut dapat ditulis dalam bentuk F(u) = F, (u) i + F, (u)
J+F (wk
i _ iy an iy - Gk
i wu ad? Wa
o ad vrcaw adior Fia)ulda
7 JF, O R, G4'F
au? T Zn? T At I Ty Ty 1

Perhatikan sebuah fungsi F yang menghubungkan sebuah

|.-

vektor F(p) dengan setiap titik p dalam ruang berdimensi n.
Fungsi ini disebut medan vektor. (Wahyuni, 2017)

Lrilnyl= éat _»/. PR L R BLLE B

Acie s _Sel= pletrd | sldsh oo ool meedl

Secara umum medan vektor dalam ruang 3 dimensi ditulis
F(xy,2)=P(xy,2)1+Q(x),2)j+R(x Y 2z) k

3.3 Operasi Fungsi

Jika F dan G dua fungsi vektor dimana (Mauch, 2002)
F=F i+F,j+F kdanG=G,i+G,j+ G,k maka berlaku:

a. (F+G)=(F,+G,)i+(F,+G,)j+(F,+G,)k

b. Jika c suatu skalar maka cF=cF,i+cF,j+cF, k

c. Perkalian skalar EG = (F .G, ) + (F,G, ) + (F,G, ), dimana
ii=jj=kk=1
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i k
f. Sipla 1 Froee, hids® .I-|r. R
L

i | Al LRy RN e o

Berikut gambar untuk perkalian cross

DTN
¢ !
I.-' Y- 4;

i
.'-._ hoe1 '_.-'.
"-.! —

<

Gambar 3.1 Perkalian cross

L

Perkalian cross menggunakan aturan tangan kanan,

dimana (Pandey, 2010):ixj=k,jxk=i kxi=]j

Jika menggunakan tangan kiri, perkalian crossnya bernilai

negatif.

68



Kalkulus Tiga

Jika F(x,y,z) =zsinxi+2ye’j+3zk

dan G(x,y, z) =3xyz?i-4xj +In (xz) k

Tentukanlah:

a. (2F).G

b. Fx(-G)

Penyelesaian:

a. (2F).G=2[zsinxi+2ye*j+3zk].[3xyz?i-4x]+In (xz) k]
=[2zsinxi+4y e j+6zk].[3xyz?i-4x]+In (xz) k]
= 6xyz° sin x - 16xy e*+ 6zln (xz)

i i k ! i ;
- O :-|r|'. B Fpf rmma T =
=ty =i o= i i [

Lt B | B, LR Ty b I B & B i
Aafi=er  Cpeldmans =2F =Lk
m MRl 1R E II .--.ll.--_-l.-._-ll-llrI i

L5 S L L
3.4 Gradien, Divergensi dan Curl
3.4.1 Operator Diferensial Nabla

Operator Nabla dinotasikan dengan lambang V.
(Pandey, 2010)

el i Lk

a § 4
r II+T_'+|._'l'

Operator Nabla dapat dipandang sebagai sebuah
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vektor.
3.4.2 Gradien

Operator Nabla jika dikenakan pada sebuah fungsi
skalar f(x,y, z) akan membentuk gradien dari f(x, , z)
Criie - M mm
2wl e R LI LN

L -
| Il.r“.. .I'.l !

Jika f(x,y, z) = 3x* + 2xy* z. Tentukan gradien Vf di titik (2, -1,
4)

T B ot W o R et T

e ey B s i g R
m ey e e
L IR RE O e
3.4.3 Divergensi F / DivF

Divergensi adalah hasil operasi dot antara operator
Nabla dan medan vektor F(x, y, z), ditulis (Ash & Ash,
1998)
divergensi (F) atau div (F), dimana div (F) = V.F

bilnn Ermpma

Lo bamil P daale s ik s ol e el
B B T R T ™

ik e Iges

SO Ll ik Nk = S

=q
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-
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Interpretasi fisis divergensi adalah, jika F
melambangkan medan kecepatan dari suatu fluida
maka div F di titik p mengukur kecendrungan fluida
tersebut untuk menyebar meninggalkan p (div F > 0)
atau mengumpul menuju p (div F < 0).
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3.4.4. Curl F
Curl F adalah hasil operasi cross antara operator
Nabla dan medan vektor F(x, y, z) dimana Curl (F) =
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Interpretasi fisis curl F menyatakan arah sumbu
dimana fluida tersebut berotasi

(melingkar, curl) paling cepat.
|Curl F | menyatakan laju rotasi. Arah rotasi ini
mengikuti aturan tangan kanan.
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Jika F(x,y,z) =e*cosyi-e*sinyj+9zk dan flx y, z) =3y +/ (X’ + Z})
Tentukan:

a. Curl (Curl F)
b. Grad (div F)

c. Grad (div(grad f))
Penyelesaian:
Diketahui

P=e*cosy
Q=-e*siny
R=9z
|..nrlFl'r:-:.'-l._%.qﬁ_l-r‘-‘_Ell-|,I|'.;.'.|:,l|-:l|::r.,|l:|,l-
ripasitl
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Jika F(x,y,z) = e*®i + e# cos y j + sin’3z k dan f{x, y,z) = 2xy’z
Tentukan:

a. (VAF)(-f)

b. (V?xF).(2F)

Penyelesaian:

Diketahui P =e*
Q=e?*cosy
R =sin? 3z
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UJI CAPAIAN PEMBELAJARAN
Diberikan kuiz pada akhir pertemuan dan tugas mandiri
yang dikumpulkan pada pertemuan berikutnya.

LATIHAN 3

1.

Tentukan div.F dan curl F dari :

a. F(xyz)=xyzi+2xy*j+3xzk

b. F(xy,z)=e"cosxi+e‘sinyj+zk

Tentukan Vf dari:

a. flxy z)=x>+2xyz’+ 3z

b. fixyz)= "1 (x*+y*+2?)

Diketahui funssi vektor V(x,y,z) =3x3y? i+ 4yz3j- 2y z° k
dan fungsi skalar p(x, y, z) = 3xz% y?. Tentukan :

(I R F | |

FE L A= e _-‘-J.| |'I.I e

Ieom B
Diketahui fungsi vektor V(x y, z) =x)? 72 i + 2y° 7° j - (4xZ* + 2z) k
dan F(x,y,z) = (x> 2) i - 3y® 72 j + z* k. Tentukan :

i LR L B R

.'rl
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82

5.

X .|.'.'._|-__-|l._|1|-' oL 1=rF -|.|1.I'#|'".-_p__-||.:-_p|

Diketahui fungsi vector V(x, y, z) = 2x*y* i + 5y 2° j - 2yz* k
dan fungsi skalar p(x, y, z) = 3xz% y?. Tentukan :
a. Curl Grad 3p(x,y, z)

b i w1 ¥l e

CooLhe x| romp i,

Diketahui fungsi vector V(x, y, z) = 2x* y? zZ i + y* 7% j -
(6xz° + 47°) k dan F(x, y, z) = 3x* z* i- 2y* 7% j + 5z k dan
fungsi skalar p(x, y, z) = 4x® y? z*.

Tentukan :
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Integral Garis

BAB 4
INTEGRAL GARIS

Capaian Pembelajaran :

Bab ini membantu mahasiswa agar mampu untuk :

1. Memahami konsep integral garis secara langsung.

2. Memahami konsep Teorema Green, ketaktergantungan

lintasan.

Deskripsi:

Dalam kuliah ini mahasiswa akan mempelajari integral
garis terhadap satu atau lebih lengkungan. Untuk lengkungan
tertutup integral garis dapat diselesaikan dengan menggunakan
Teorema Green. Mahasiswa juga diajarkan penerapan aplikasi

integral garis untuk menghitung divergensi dan sirkulasi.

4.1 Integral Garis Medan Skalar
Misalkan C suatu lengkungan dari titik A ke titik B di
suatu ruang R" dan f (x) = f(x,, x,,.., x_ ) suatu fungsi f{x) yang
didefinisikan pada C. Maka integral garis dari fungsi fpada C dari
titik A ke titik B ditulis (Ash & Ash, 1998)
fcf[x)dS , dimana dS = elemen diferensial busur
Khusus untuk n =2 maka f=f{x y) dan C lengkungan pada bidang
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Matematika Integral Dalam Ruang Dimensi 2 dan 3

4.2 Definisi Integral Garis

Misalkan C suatu lengkungan dari titik A ke titik B.
Misalkan X (t) persamaan parameter lengkungan C dengan te [a,
b]. Jadi X (a)=A, X (b) = B.

Ambil partisi dari [a, b] dan P = {t,,t,..,t } dengan
a=t<t<.<t=bSebutX(t)=A,i=0,1,2,.,n.X(t,)=A,=A;
X(t )=A =B.

Bila C terorientasi positif (arah positif terhadap
pertambahan nilai t) maka partisi dari [a, b] menghasilkan
pembagian lengkungan C atas n busur-busur kecil.

Sebut As, adalah panjang busur A , A dan [P| adalah
maksimal At =t -t ..

Sekarang ambil titik-titik X pada busur A_ A dan bentuk
jumlah Riemann (Goodwillie, 1991)

MU U RE LR ([ R J. Fixass

4.3 Menghitung Integral Garis [ f (x) dS

Untuk n =2. Jika f=f(x,y) dan C lengkungan mulus dengan
persamaan parameter x=x (t),y=y (t),astsb

Maka

(LTl W, Dl LSt el | ] e
Untuk n = 3. Jika f=f(x y, z) dan C lengkungan mulus di R®

dengan persamaan parameter x =x(t),y =y(t), z=z(t),a<st<b
maka

LAy de NS R X Y e SR e T
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Integral Caris

Hitung fcxzy dS jika C busur lingkaran x?+ y?= 9 di kuadran
pertama.
Penyelesaian:

Gambar 4.1 Busur ¥’ + y*= 9 di kuadran pertama

Persamaan parameter C:

I Eeag -_'E-|:1:|:-l.':-:'|']l:|ll"|.': SabEtt  fYpad b A
-_'-::.!? garip al tuEed v ] Weredd s
T L T T B RE R et s
-_".'-l:l'. o Pt S IR |
r ."-all.:-:-..-"l diowaedd

'.':IJ.: (EEL | [N

|
-1% .'...l"l:]'
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Hitung [, (2x + 9z) dS jika C lengkungan x =t,y =, z = £/
dan0sts1
Penyelesaian:

Modvwiziar = Eaewh LA 0T L Ir e

= Lidr e SL R b Al

=~ L= ey D S

o L L TR A E A I P W [ i L

E % AT R

“Fpzrhsk =
T I'1'-.:'-.=-hl:!- :

TR PP
ik L TR RILER Y

= funpe - I_|.i"‘ whpaziday
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Jadi
b= T Fiea s e =i -.'5.--'-.|__|.'=' L. e ot

. | Ll

—_| :_-.':..rl'I =% 5 '-Ii.'.l“-l-'.ll."l. I s I |
< T InT om
-_l[l__—_-I 1|l;-|-.llJ-|.-'-| :.'IFI'I

8
= o0 o o M

=

- I: 'I r'!'..'.l'ml:u:'.l_: ad

= I: ek m".l_: AL

Ig Mnrial

Sl k. A T | LT T
Jadi
Joich A ey :.l' o LI LR

=il L

4.4 Integral Garis Medan Vektor
Misalkan F(x) medan vektor dan C suatu lengkungan dari
titik A ke titik B di R", maka fCF(x].dXdikatakan integral garis dari
medan vektor F pada C dari titik A ke B.
Untukn=2,F(x)=F(x,y)=F, (xy)i+F,(xy)]
dX=dxi+dyj, sehingga
fCF(x) .dX = fCFI (x,y)dx +F,(x,y)dy
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Untukn=3,F(x)=F, (x5 z)i+F,(xy2z)j+F,(xy z)k
dX=dxi+dyj+dzk, sehingga
f F(x) dXzf (XY, z)dx+F,(x,y z)dy +F, (xy z)dz
Sifat-sifat integral garis sebagai berikut:
i. [,(aF+pG).dX =af_ EdX+p[, GdxX, dimana a dan
B konstanta.
i. Jika C=C,+C,+ C,+ - +C, , maka [, F(x).dX
=Y" JC F(x).dX

Tentukan integral garis fc xy? dx + xy? dy di sepanjang
lintasan C = C, U C, yang menghubungkan titik (0,2), (3,2) dan
(3,5).

Penyelesaiat

Gambar 4.2 Lintasan C dari titik (0,2), (3,2) dan (3,5).
Lengkungan C terdiri dari gabungan beberapa lengkungan,
dapat ditulis C=C,U C,

fcxyzdx+xy2dy=[f61xy2dx+xy2dy] +[fczxy2dx+xy2dy]
Pada lintasan C, y = 2 maka dy = 0 sehingga

f61xy2dx+xy2dy:f04§dx
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=2x*],=18
Pada lintasan C,, x = 3 maka dx = 0 sehingga
Joxy?dx+xy*dy=[,3y*dy
=y,
=125-8
=117

Jadi fcxyzdx+xy2dy= [f61xy2dx+xy2dy] + [fczxyzdx+xy2dy]
=18+117

Tentukan [,y dx +xy dy jika C parabola y =x% 0 s x < 1 dan
segmen garis dari titik (1,1) ke (0,1) kembali ke titik asal.
Penyelesaian:

Gambar 4.3 C dibatasi y = x?, 0 < x < 1, titik (1,1), (0,1) dan (0,0)

Lengkungan C terdiri dari gabungan beberapa lengkungan,
ditulis C=C, C, C,
Maka
Jydx+xydy=[_ydx+xydy+ [ ydx+xydy+[ ydx+xydy
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Pada lintasan C,, y = x* maka dy = 2xdx
sehingga

_I':__I-:':r i ::- o aytdean

= et 2y

Pk e povm adadt.m i

L ]
L_pl.'r [ hE -|_-'-|r|'|- i
Fm nm L, r= 1 idause =

L N _|;.r_'|-.-_.-I_|- |

[ |;_ sl ddre: Lrlll ...-I.rl_'._. i T apa F_I:I:I-I.' [N

et !
i "

Tentukan [, 2xy? dx - 3xy dy jika C dibatasi oleh y = 2x,y =0
danx=2.
Penyelesaian:

{2k |

Gambar 4.4 Lintasan C dibatasi y=2x,y=0danx=2
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Lintasan C terdiri dari gabungan beberapa lengkungan,
dapat ditulis C=C, C, C,
Maka fc 2xy? dx - 3xy dy =
2%/ dx-3xydy + [, 2%/ dx-3xydy + [ ., 2%/ dx - 3xy dy
Pada lintasan C,, y = 0 maka dy = 0
sehingga
fc1 2xy? dx - 3xy dy =0
Pada lintasan C,, x =2 maka dx = 0
sehingga
fcz 2xy? dx - 3xy dy = f; 6ydy
=-3y7]'=-48
Pada lintasan C,, y = 2x maka dy = 2 dx
sehingga
f o3 2Xy? dx - 3xy dy = f o3 2X(2x) dx - 3x(2x) (2dx)
= fcg 8x3 dx - 12x* dx
= fg (8x% - 12x?)dx
= (2x*- 4x°)]
=0-(32-32)=0
Jadi fcydx+xydy
=[ ., 2xy?dx-3xydy + [ ,2xy* dx-3xy dy + [ ., 2xy* dx - 3xy dy
=-48

91



Matematika Integral Dalam Ruang Dimensi 2 dan 3

4.5 Aplikasi Integral Garis

Integral Garis dapat diaplikasikan untuk menentukan
massa, momen massa dan titik pusat massa jika rapat massa di
setiap titik diketahui.

a. Padaruang R?

Jika rapat massa p = p(x, y), maka:

i. Massa=m=[_p(xy)ds.

ii. Momen massa C
- terhadap sumbu x: M = [_yp(x y) dS.
- terhadap sumbuy: M = [ xp(x,y) dS.

iii. Titik pusat massafy »" %T—- '

b. Pada ruang R?

Jika rapat massa p = p(x, y, z), maka:

i. Massa=m=[_p(xy)ds.

ii. Momen massa C
- terhadap bidang xy: M, = [z p(x, y) dS.
- terhadap bidang yz: M, = [ xp(x y) dS.
- terhadap bidang xz: M_= [,y p(x y) dS.

iii. Titik pusat massags, . 1 = ._".‘ e M
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Tentukan massa dan titik pusat massa dari kawat dengan
persamaan parameter x=3 costy =3sint,z=4t, 0 <t<m, dengan
rapat massa kz.

Penyelesaian:

- Massa kawat
m=fcpd5=fckzd5
= [ kz (X W) + V') + (z'(t)?) dt
=k, 4t~\[((-3 sin t)* + (3 cos t) + 4) dt
=4k t[((9sin’ t+ 9 cos’ t) + 16) dt

=4k[;t V(9 +16)) dt
=20k[ ) tdt
=10kt¥];=10km
- Momen massa terhadap bidang xy
M, = fcpzdS=kaz.ZdS=fckzzdS
:kfg(16t2)5dt
= 80k[’ ¢ dt

-"T.- |':

-"—: kel
- Momen massa terhadap bidang xz
Mxyzfcpdeszkz.de=
=k, (4t)(3sint) 5dt
=60 k[ (O)(sint) dt
= 60k[td (-cost)
=-60kf0"td(cos t) (Gunakan Integral Parsial)
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=-60k (tcost]}- []costdt)
=-60k (mcosm-sint];)

=-60k (-m)

=60km

- Momen massa terhadap bidang yz
Myx:fcpdeszkZ.de:

=kJ, (4t)(3 cost) 5 dt

=60 kfg(t](cos t) dt
=60k, td (sint) (Gunakan Integral Parsial)
=60k (tsint]}- fgsin tdt)
=60k (msinm+cost];)

=60k (0-2)
=-120k
W -
| 1- |I—FI --
AT T B
- i o 4
- T|Lr|l.l'.-|.ll.u:—'—f —:.E"'I

94



Integral Caris

4.6. Ketaktergantungan Lintasan (Bebas Lintasan)

Definisi :

Untuk setiap lengkungan C dari titik 4 ke B nilai [, F(x).
dx tetap harganya maka fc F(x).dx dikatakan tidak tergantung
lintasan dari A ke B.

Gambar 4.5 Lintasan dari titik A ke titik B

Dalam kasus ini [, F(x).dx = [, F(x).dx

Artinya fc F(x).dx tidak tergantung lintasan dari titik A ke B
melalui C, atau C,.

Syarat yang harus dipenuhi fc F(x).dx tidak tergantung
lintasan dari C akan diperlihatkan oleh Teorema berikut.

Teorema 1:
Jika C lengkungan licin dari titik A ke B. Fungsi f{x) terdefinisi

dan kontinu pada daerah terbuka yang memuat C, maka :
J - Vf(x).dx = f(B) - f(A)

Teorema 2 :

Jika F(x) medan vektor yang kontinu pada daerah terbuka D
dan tersambung sederhana. Misalkan A dan B dua titik di D.
Maka fc F(x).dx tidak tergantung lintasan dari A ke B jika dan
hanya jika terdapat medan skalar fsehingga F(x) = Vf{x) . F(x)

disebut medan konservatif.
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Untuk menunjukkan F konservatif :
1. Jika F(xy) = M[xy)i + N(xy)j maka F konservatif jika
memenuhi 2% > M=o
2. Jika F(xyz) = P(xyz)i + Q(xyz)j + R(xyz)k maka F
konservatif jikayms s =g . i': ﬂ I_‘_' E e E
Langkah - langkah untuk menunjukkan ketaktergantungan
lintasan dari titik A ke B adalah sebagai berikut:
1. Tunjukkan F konservatif.
2. Tentukan fsehingga F(x) = Vf{x).

3. [ F(x) dx =f(B) - f(A)

Jika F(xy) = 2xy i + (x*+4y°) j adalah medan vektor. Tentukan:
a. Apakah F konservatif
b. lJika ya, tentukan fungsi f sehingga F(x) = Vf{x)
c. Hitung [, EdX dari titik 4 = (1.4) ke titik B = (-2.6)
Penyelesaian:
a. Dari medan vektor F, diperoleh :

M(xy) = 2xy dan N(xy) = x* + 4y°

e Jx

— Y e
Lr L
Karena:—“;= 2 = 2x maka F adalah konservatif

b. Karena F = Vf

4 ay T
ll'll.".l -.Il |'_:I

tErTiA s r.-l-lnl-h-l-' ".'l.u'.-l'-- =

T %- e iy Lt
L T R sy
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woc paane s bk Hg!

il :.l..'. w

PN Tl om mf gyt
tefed A 0pm g
g 2l w1
b rmete e g

O R S VI o L PR A 1

TR I PSP S el i O Gl P P LR B
a. Apakah F konservatif

b. Jika ya, tentukan fungsi fsehingga F(x) = Vf(x)

c. Hitung [, EdX dari titik 4 = (1,1,1) ke titik B = (2,4,2)
Penyelesaian:

a. Dari medan vector F, diketahui :

maka F-.-.—:L_.-.'_'—_ll_,j!-!:

oo - I SR [ i
. = '-l_r.'- it it 4 l.rl- o
= = i-..: i ﬂ

—_— | | Ls |
I s T %

an . T
gl : b-l:l Hucd h-:.‘-l:l

AR T Ll AR A
M AfE M CER M
maka Curl F=0

sehingga F adalah konservatif

LLA
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b. Karena F=Vf

Pi+Qj+Rk=% 4L, .1,
= L8 -
diperoleh :"m 3 myz g U=

Untuk menentukan fungsi f:

4 k
— — I — — —
L ] "

maka f(xy,z)=" | u. -
Selanjutnya akan dicari H(y, z)

dari . —_

l+.'.": ]|
ol
maka H' (y,z) =0
sehingga H(y, z) = G(z) + C,
foy2) o iy

Selanjutnya akan dicari G(z)

dari :_' =
G(z) = 2z

maka G(z) =2z°+C,
Jadiflx,y,z) Eopmt 4,
¢. J F(x)dX=f(B)-f(A)=

=i

98



Integral Caris

Jika F(x, y, z) = 2xyz* i + (x* z*+ 3y) j + 2x* y z k adalah

medan vektor.

Tentukan fCF. dX jika C lengkungan licin dari titik A = (2, 0,

1) ke titik B= (0, -1, 1)
Penyelesaian:

a. Dari medan vektor F, diketahui :

P = 2xyz?
Q=x*z*+3y
R=2x*yz
E.. s .E thl Tuln E
:_—' ' e B i1 rua —:
E 'Il.i' ;-:-.'Ir_l..- T N :--
Py el R SR A TR
LR el R

atau Curl F=0

e =

— e
-

X -

s r
fa

J=

.'r- Fge

sehingga F adalah medan vektor konservatif

b. Karena F = Vf

Pi+0Q0j+Rk = ¥ ar o ay,
Q) w! e I o
Sehingga diperoleh :-' s :-' R :-' &
akan ditentukan fungsi f :
-
4
maka f (x,y, z) = x* yz*+ H(y, z)

Selanjutnya akan dicari H(y, z)

= = iypre
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dari = a

e
xX*zZ+H'(y,z) =x* 7+ 3y
maka H' (y, z) = 3y
sehingga H(y, z) = 3 y* + G(2)
&Yy, z) = amp=rat 129 1500
Selanjutnya akan dicari G(z)

dari % = R
2Xyz+G'(z)=2xy z
G'(z)=0
maka G(z) =C

Jadif{x, y, z) = Xyz* + 3y + C

c. [ F(x)dX=f(B)-f(A)

= pefimt - S 2 - 2

Tunjukkan fC EdX tak tergantung lintasan jika F(x, y,

(4xy?z + %zz)i
+ (4x? yz + 4z + 5)j + (2x* y? + 3xz + 4y) k adalah medan

vektor.

Penyelesaian:

Penyelesaian soal ini harus melalui 2 tahap, pertama

tunjukkan F medan vektor konservatif dan tahap kedua

tentukan fungsi f(x, y, z)

L LT N
[ PARECE Bl B

oS e Ty

Lo b sin e e
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L | SR
Jopt i Te 1N ]
LR o+ = iry AN R ==

5

r
(.

Karena& - £ M _ L H
= - ]

atau Curl F=0
sehingga F adalah medan vektor konservatif

Karena F = Vf

Pi+Qj+Rk= %i fi%x
Sehingga diperoleh _: =i me ey
Akan ditentukan fungsi f:

:Tl: P drpes +:-:.-'
makaf(x, Y Z)= "elm : = NP rl
Selanjutnya akan dicari H(y, z)

aF

v Q
A4x°yz+H'(y, z) =4x°yz +4z + 5
maka H' (y,z) =4z + 5
sehingga H(y, z) =4yz + 5y + G(z)
maka

%9, 2) = invss pm rr = 4z b 30 405

dari

Selanjutnya akan dicari G (z)
dari g
2xX°y*+ 3xz + 4y + G'(z) = 2x* y? + 3xz + 4y
G'(z)=0
maka G(z) =C
Jadif(x y, z) = z¢® —%J?'. + e Ty

Maka terbukti fc EdX tak tergantung lintasan
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4.7. Teorema Green pada Bidang

Teorema Green :

Jika C lengkungan tertutup sederhana yang merupakan
batas daerah D. Misalkan F(x, y) = M(x, y) i + N(x, y) j suatu
medan vektor. Jika M(x,y) dan N(x,y) kontinu dan mempunyai
turunan parsial pada D dan C. Maka :

£ _|_|lr'_—"-$.|r
Jd=

das ok MiEsuz Mepem T Ty

e

! :
|:-"l.___\-_ _ﬂ

Gambar 4.6 D lengkungan tertutup C

Note : arah positif C adalah berlawanan arah jarum jam.

Misalkan C dibatasi oleh rusuk-rusuk dari segitiga yang titik-
titik sudutnya adalah (0,0), (1,2) dan (0,2). Hitung gﬁc 4x*ydx + 2y
dy dengan menggunakan

a. Caralangsung

b. Teorema Green
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Penyelesaian:

Gambar 4.7 Lintasan C dibatasi oleh (0,0), (1,2) dan (0,2).
a. Cara Langsung
C=C+C,+C,
Pada C, diperoleh y = 2x maka dy = 2dx
sehingga [, 4x’y dx + 2y dy = [} (8x* + 8x) dx
=[2x*+4x]l=6
Pada C, diperoleh y = 2 maka dy = 0
sehingga [, 4x’y dx + 2y dy = [* 8x* dx
| s f
B = -3
Pada C, diperoleh x = 0 maka dx =0
sehingga [, 4x’y dx + 2y dy = [} 2y dy
=[y?]?=-4
Jadi §_4x?y dx + 2y dy = fy = E - = ==
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b. Dengan menggunakan Teorema Green
¢ EdX = [[ = "—.'T:..J ad
$.4xydx+2ydy = [[,(0-4x*) dA
=[5 222 -4x? dydx
:f;-4xz(2-2x)dx
= [1(-4x? + 8x%) dxB
= |-'i' (. S

Buktikan kebenaran Teorema Green jika diketahui medan
vektor F = x? y i - 3x j yang bekerja pada lintasan C yang dibatasi
oleh y =2 - x* dan sumbu x.

Penyelesaian:

Membuktikan kebenaran Teorema Green yaitu dengan cara
membuktikan hasil dengan cara langsung sama dengan
hasil menggunakan Teorema Green.

Gambar 4.8 Lintasan C dibatasi y = 2 - x* dan sumbu x.
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a. Cara Langsung
C=C,+C,
Pada C, persamaan y = 2 - x* maka dy = -2x dx
sehingga [, X’y dx-3xdy =
= f'gxz (2 - x*) dx - 3x (-2x ) dx
= [Z((2x*- x*) + 6x*) dx
—ff(8x2 x*) dx

LY |

-" O
-1

Pada C, diperoleh y = 0 maka dy = 0
sehingga [, X’y dx-3xdy =0
Jadi X y dx - 3xdy—ﬂ 2

b. Teorema Green
$.EdX=[[, (———)dA
gﬁcxzydx-3xdy=ffD(-3-xz)dA
Karena simetri D di kuadran I (D ) dan di kuadran 11 (D,),
maka D = 2D,
=2[f,,(-3-x*)dA
=2fF[" T2N(-3 - %) dydx
=203 )y 2%
=22 (-3-%) (2-x}) dx
=2[2(-6 + x>+ x*) dx
=3 dr ‘-._: .,':'I:

= mli! -
'

Hasil secara langsung sama dengan hasil Teorema
Green, maka kebenaran Teorema Green terbukti.
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4.8

106

Fluks dan Sirkulasi

4.8.1. Fluks F melalui C

Misalkan C lengkungan licin yang tertutup dan
sederhana dengan orientasi berlawanan dengan
arah jarum jam. Misalkan C mempunyai persamaan
parameter:

x=x(s)dany =y(s), s parameter panjang busur.
Maka vektor garis singgung satuan T adalah
— dx , dy .
T —i4—=]
dan vektor normal satuan n yang arahnya keluar
dari daerah D yang dibatasi C adalah

Jika F(x,y) = M(x, y) i + N(x, y) j suatu medan vector.
Maka untuk menghitung Fluks F melalui C yaitu
banyaknya fluida (zat cair) yang meninggalkan
D. Menghitung Fluks gﬁc En dS dengan cara sebagai
berikut.

¢ FndS =¢$_(Mi+ Nj).
C C r ]
:Sﬁcnl_':_:l ol

-
=f[ am  on
D.a_{,_ .a_j:,_

:.ﬁ | -%I:ll:'i

ya H B = 2 ]
dilia Uiv I = V.I" =

T‘I R -.|.. R |

i
L L] L o o | ]
ULy




Integral Caris

4.8.2 Sirkulasi F melalui C
Misalkan F(x, y, z) = M(x, y)i + N(x, y)j + 0 k, dimana
komponen z dari F adalah nol (0). Sirkulasi /
kecenderungan fluida untuk berputar pada titik (x,,y,).
Jika Curl F = 0 pada D, maka aliran fluida dikatakan
tidak dapat berputar.

Untuk menentukan sirkulasi F melalui C dapat
menggunakan Teorema Stokes.

Teorema Stokes untuk bidang
Sirkulasi F melalui C adalah :

"'._""-.'"l._l:.l"l- |'||.'_|--._|.|I.|.:': e

J-.ll

Jika F = 3xy i + 2xj adalah medan vektor. Misalkan C

lengkungan yang dibatasi oleh y = x? dan y = 4. Hitunglah:
a. Fluks F melalui C
b. Sirkulasi F sepanjang C

Penyelesaian:

Gambar 4.9 Lintasan C dibatasi y =x* dany =4
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a. Perpotongany=x*dany=4
diperoleh 4 = x? sehingga x = #2
M = 3xy maka
N =2x maka

Dengan menggunakan Teorema Divergensi Gauss,
maka Fluks F melalui C adalah

$.EndS=[[, divFdA=[[ V.FdA
=11,
=Jf,3vdA
=J5)) 3y dy dx
=2fz f;zxﬁydydx
:2]2
=3[,[16 - x"] dx
=3 ML == = satuan kubik
b. &~ 3’
ETdS =$, Mdx + Ndy
=11, (5-%)dA
= [, (2x- 3x)dA
=[f, (-3x)dA
=f_22 f;zxz -3x dy dx
= Zfz f;=x2 -3x dy dx
=6 [xv]) . dx
=-6,x[4-x"] dx
=-6]" [4x - x*] dx

.o
AT
Sirkulasi = §,

1
=-6[2x2 -2 =24
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Jika F = x* i - 4 (x+y)j adalah medan vektor. Misalkan C
lengkungan yang dibatasi oleh y = /(4 - x?) di kuadran pertama.
Tentukanlah:

a. Fluks F melalui C

b. Sirkulasi F sepanjang C
Penyelesaian:

Gambar 4.10 Lintasan C dibatasi y = /(4 - x?) di kuadran I

a. M =x*maka %’f: 2x
N = -4 (x+y) maka g—: =—4
Dengan mengguakan Teorema Divergensi Gauss, maka
Fluks F melalui C adalah
$.EndS=[[, divFdA=[[ V.FdA
=, 2
=ff,(2x-4)dA
=0 (2x-4) dy dx
:Zf;(Zx-4)y]ﬁdx
=2[1(2x-4)J(4-x) dx
=2[, (2x\(4 %) - 4/ (4 - ¥) dx
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Selesaikan terlebih dahulu masing-masing integral
f ) (Zx\/m dx gunakan metode substitusi u=4-x% du=-2xdx
J @x\J(#- %) dx= [ JJu (du)

== u(dw)

.
= “gim = 5l
.l
_ om . . .
Bl L AL
16

“So-a-%

[, (4 (4 - x}) dx gunakan substitusi x = 2 sin 6, maka
dx =2 cos 6do

V4—x?

sinB=2 ,cosB=
2

[(4\J4-x)dx =4[ (\[4-45sin?0) 2 cos 6 do
=4[ 2cos62cos6db
=16 cos?’ 6 d6
=16f1" 1"+ 2anw
=16y Jamzey
=16¢ a i it ema:
=8(6 +sin 6 cos 0)
=8 (arc sin :1.:"'_',1'
=8 [(arcsin 1 - arc sin0) + 0]

=8[5—0|=4n
Maka
2f,@x\(@-2)-4]@-x) dx=2[ [ ,@2x\[(4-) dx- | , (4 (4-X) ]
=2 (G- 4m)
= 33—2 - 8m

Jadi Fluks §_Fn dS =2 - 8

110



Integral Garis

b. .'-.- 4. lr.l

l‘ "
sirkulasi = $_ ET dS = §_ Mdx + Ndy

=1, (5 -3 )da
=JI,(-4)dA
=-4ff,dA
=-16m

UJI CAPAIAN PEMBELAJARAN

Diberikan kuiz pada akhir pertemuan dan tugas mandiri

yang dikumpulkan pada pertemuan berikutnya.

Latihan 4

1.

Tentukan fcy dx + x* dy, jika C segmen-segmen garis dari titik
(0,-1) ke (4,-1) dan dilanjutkan ke (4,3).

Tentukan fc EdX, jika F(xy) =y i+ 2x j dan C lengkungan
y=x,0sxs1.

Tentukan [ FdX, jika F(x,y,z) = (x +y) i + (2y + x - 22%) j - 4yz k
dan C segmen garis dari titik (1,2,1) ke (2,1,0).

Jika F(xy) = (12x* + 3y? + 5y) i + (6xy + 4y°)j adalah medan
vektor. Tentukan:

a. Apakah F konservatif

b.Jika ya, tentukan fungsi f sehingga F(x) = Vf{x)

c. Hitung [ FdX dari titik A = (3,-2) ke titik B = (-1,4)

Jika F(x,y,z) = 3x?i + 6y*j + 9z° k adalah medan vektor. Tentukan:
a. Apakah F konservatif

b.Jika ya, tentukan fungsi f sehingga F(x) = Vf{x)

¢. Hitung fC EdX dari titik A = (2,1,1) ke titik B = (0,4,-2)
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10.

11.

Hitunglah [ (6xy®+ 22?) dx + 9x? y* dy + (4xz + 1) dz, dimana C

lengkungan licin dari titik (0,2,1) ke (-1,1,2).

Diberikan F (xy,z) = (yz*+ y?+ 2x) i + (xz? + 2xy) j + 2xyz k adalah

medan vektor.

a. Tunjukkan bahwa fc FEdX tak tergantung dari lintasan C
dari titik A ke titik B.

b. Tentukan fCEdeika lengkungan licin dari titik A = (1,0,1) ke
titik B=(2,1,2).

Jika F = (x+y) i - 2 y* j adalah medan vektor. Misalkan C

lengkungan yang dibatasi oleh y = 2 - X4, y = x dan sumbu y di

kuadran I. Hitunglah:

a. Fluks F melalui C

b. Sirkulasi F sepanjang C

Jika F = 2xy i + 3x y? j adalah medan vektor. Misalkan C
lengkungan yang dibatasi oleh (x-2)?+y? =4, y = x di kuadran
I. Hitunglah:

a. Fluks F melalui C

b. Sirkulasi F sepanjang C

Hitunglah §. (e* + 2y)dx + (x* + siny) dy, dimana C empat
persegi panjang dengan titik-titik (2,1), (6,1), (6,4) dan (2,4)
dengan menggunakan :

a. Cara langsung

b. Teorema Green

Hitunglah J. _I':_ @1 4+ —— dyika C bagian atas lingkaran
satuan yang dimulai dari titik (1,0) dan sampai dengan (-1,0).

12. Tentukan pusat massa dari kawat yang berbentuk setengah

112
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13. Periksa apakah [, (*+ 2xy) dx + (x* + 2xy) dy tak tergantung
lintasan dari C, dimana C lengkungan licin dari titik (-1,2) ke
(2,1).

14. Periksa apakah [_ (e* siny) dx + (e* cosy) dy tak tergantLgug
lintasan dari C, dimana C lengkungan licin dari titik (0,0) ke (1,
)-
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Integral Permukaan

BAB 5
INTEGRAL PERMUKAAN

Capaian Pembelajaran

Bab ini membantu mahasiswa agar mampu untuk :

1. Memahami konsep integral permukaan

2. Memahami penerapan aplikasi integral permukaan untuk
menentukan fluks dan sirkulasi

Deskripsi:

Dalam kuliah ini mahasiswa akan mempelajari integral permu-
kaan terhadap benda pada ruang R’ dan penerapannya menen-
tukan fluks dan sirkulasi .

5.1 Pengertian Integral Permukaan

Misalkan S suatu permukaan terbatas luasnya di ruang.
Misalkan g(x,y,z) adalah suatu fungsi yang didefinisikan pada
S, maka yang dimaksud dengan integral permukaan dari fungsi
g atas S adalah ffg(x,y,z)dS. Dimana dS adalah elemen
differensial luas perfnukaan. (Goodwillie, 1991)
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5

Gambar 5.1 llustrasi Integral Permukaan

CONTOH 5.1

Jika S permukaan paraboloida z=2+x+)" yang terletak
di bawah z=4. Misalkan fungsi yang bekerja pada S adalah
g(x,y,z)=2xy’z. Maka integral permukaan g(x,y,z)=2xy’z
atas S adalah ffg(x,y,z)dS :ff2xyzzdS

N S

T = :.'-'
Lt
K

Gambar 5.2 Permukaan z =2+’ +y2 di bawah z=4.
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5.2 Tafsiran Integral Permukaan

Misalkan D suatu daerah tertutup di bidang XY dan S
adalah bagian dari permukaan

z= f(x,y) dimana (xy) berada dalam D pada bidang
XY maka D adalah proyeksi S pada bidang XY. Jika f(x,y)
mempunyai turunan parsial orde pertama yang kontinu dan
g(x,y,z) :g(x,y,f(x,y)) juga kontinu pada D , maka
(KREYSZIG, KREYSZIG, & NORMINTON, 201

o o

di = =9
imana f, o £, o

dS adalah elemen diferensial luas permukaan

SR
PR

e
-~

Gambar 5.3 Tafsiran Integral Permukaan

| cONTOH 5.2

Hitung ffs(xy + Z)dS jika S permukaan 2x+y+z=3
yang proyeksinya pada bidang XY adalah segitiga dengan titik-
titik (0,0), (1,0), dan (1,1).

Penyelesaian:
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i

P

II CR ."'.l..-

| — d
—_ 1

74

Gambar 5.4 Permukaan S dibatasi 2x + y + z = 3 dan bidang XY

D adalah proyeksi S diberikan pada gambar di bawah

I

Gambar 5.5 Proyeksi D dibatasi (0,0), (1,0) dan (1,1)

D adalah proyeksi dari S yang dibentuk oleh titik-titik (0,0), (1,0)
dan (1,1) sehingga diperoleh persamaan-persamaan y=x,
y=0, x=1.

z:f(x,y)=3—2x—y
/A 9
fx_@x 2 Sy oy :
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dS =\f>+f+1dA
Jadi

S Coe2)ds = ff, (o +3-2x-y)y(-2) +(-1) +1d4
= ffD(xy+3—2x—y)\/€dA
=JEILZOI;ZO(xy +3-2x —y)dydx

(1 1 .
=\/8J.X=O(Exy2 +3y—2xy —Eyzj Tieo dx

= \/gji_o(%)f +3x—2x7 —%xzjdx

2
= 6[lx4+§x2—§x3})})
8 2 6
19\/—
= —+/6
24

| coNTOH 5.3 |

Hitung ffs(xyz)dS jika S permukaan z=./x*+3)" yang

terletak antaraz=0danz=2.

Penyelesaian:

Gambar 5.6 Permukaan S dibatasi z = \/xz + y2 ,z=0danz=2
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D adalah proyeksi S diberikan pada gambar di bawah ini

o

e
- 5 l.'.'

L -

Gambar 5.7 D proyeksi S dibatasi x* + y2 =4

2= f(xy) =A%+

of X _of y

fo=2= , f ==t
Ox Jx*+y? booy JX°+y?
dS =\f+ [ +1d4

Jadi

I (=) ds - ffD(xy\/m)\/( ¢+ . J{ szi - J2+1dA

= ‘[/'D(xy\/m)\/idA
= \/EffD(xy\/m)dA
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dengan menggunakan integral lipat dua koordinat Polar

= \/EJ‘ZOI%ZO(I’COSQ) (rsiné’) r.rdrd@
= \/Ejzz J.zz (r4 cos@sin@)drd@
- \/—J' (—r I Ocosﬁsznﬁjdﬁ
= ?\/Ej-gzo(cosﬁsint?) do
32 2, )
= ?ﬁjgzo(smé’)d(sm@)

= ? 2sin26’]§” =

5.3 Aplikasi Integral Permukaan

a.

Luas Permukaan
Jika g(x,y,z) =1, maka

Luas Permukaan =S = fdeS .
Massa =m

Jika rapat massa di setiap titik (x, y,z) pada Sadalah p (x, V, z)

maka Massa = m = ff x SV, Z
Momen massa

- terhadap bidangyz , M, =ffsxp(x,y,z) ds .

- terhadap bidang xz , M _ =ff5yp(x,y,z) ds
- terhadap bidangxy , M, =ffszp(x,y,z) dS
Titik Pusat Massa (X, 7,7 )

M
Y=—=2 , y=
m

’Z:

My
m
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CONTOH 5.4
Hitunglah luas permukaan z = 2+\/x2 +y2 yang terletak di
bawah z=6

Penyelesaian: -

Gambar 5.8 S bagian dari permukaan z =2+ «/xz + y2 danz=6

Perpotongan z=2++/x*+)’ danz=6

diperoleh 2+ x*+)* =6

maka r=4.
D Proyeksi S diberikan pada gambar di bawah ini

Gambar 5.9 D adalah proyeksi S dibatasi x* + > =16
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z:f(x,y):2+«/xz+y2
f:g:L A
N TN e
dS =\f+ [ +1d4

Luas Permukaan = S = [[ ds =ff’3\/[\/x2x+y2 J2+[\/x2y+y2 J2+ldA
- 7

=2 [ a4
=2[ )] rdrde

_ 2z 1 2.4
= \/EJHZOEI" ]0 da

- 8v2[ " a6
6=0
= 82017,
= 16\/572 satuan luas

af y

CONTOH 5.5

Hitunglah luas permukaan jika S dibatasi oleh 3x+y+2z=6,
x=0,y=0dan z=0.

Penyelesaian:
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fr.
III L '-.__--.--
l'l.-' _—b' -~
e
Ly
i

Gambar 5.10 S bagian permukaan 3x+y+2z=6, x=0, y=0,
dan z=0

Proyeksi S terhadap bidang XY diberikan pada gambar di bawah

.'*.__
',
5

..'l._

| Li E

Gambar 5.11 D adalah proyeksi S yang dibatasi titik (2,0) dan (0,6)

Persamaan garis yang melalui titik (2,0) dan (0,6) adalah
y=-3x+6

Dari permukaan 3x+ y +2z =6, maka Z=3—%y—%x
Jad| Z:f(x’y)=3_ly_§x
2 2
o 3 o 1
Maka :—:——’ =— = -
I Ox 2" oy 2

124



Integral Permukaan

dS =\f’+ [ +1dA4
2 2
Luas Permukaan = S:fdeS = ffD\/(—%j +(—%) +1dA

I
- lefDdA
AL
\/_I Y LL dx
\/_jxo (-3x+6) dx
- Em(_ax2 + 6xj]io
_ %\/ﬁ(_%f +6.2j

= 3\/ﬁ satuan luas

CONTOH 5.6
Jika S bagian dari permukaan z = x> + y* , yang terletak di an-
tara bidang z=1dan z =4 . Tentukan titik pusat massa S jika
rapat massa di setiap titik p(x, y,z) = kz , k konstanta.

Penyelesaian:
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Gambar 5.12 S bagian permukaan z = x° + y2 antara z=1dan z=4

Proyeksi S terhadap bidang XY diberikan pada gambar di bawah

Gambar 5.13 Proyeksi D dibatasi x* + y2 =1 dan x’ +y2 =4

Dari persamaan z = f(x,y) =x"+)’

Maka f, :Zl:bc, /, 2%22)’
x

S =\f+f+1d4
- Massa = m=ffspdS =ffskzdS
=ffsk(x2+y2) Ay
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=k ff (4 y(2x) +(20) +1a4
kI (4 y)Axt + 4y +1d4

= k[ &+ YIWAGE + 37+ 1dA
k[ [" PN +1rdrdo

k([ ao [ N4 w1rar)

= 22k ([ r*\art +1rdr)

2
j _]}’2\/4r2 +1rdr diselesaikan dengan menggunakan metode

substitusi
misalkan u = 4r* +1

du =8rdr maka %du =rdr

r’ :%(u —1)

Maka

fr2\/4r2 +1rdr

(u —l)ﬁ%du

_ 3%!(”3/2 —ul/z)du
5 3
- L %uz—guz +C
3205 3
ol (2r, . 12, 2
—3—2(5[41’ +1]2—§[4r +1]?
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1 L | 2
=— 47 + 1P ——[4r7 +1]? );
80[ J 48! i
=12.963

Jadi massa = 2k (j r*N4r* +1rdr)
= 27zk(12 963) 25.9267k

- Karena S simetri terhadap sumbu z maka x =y =0

— M
Sehingga titik pusat massa (O, 0, Z) = (O, 0,—=~ ]
m

Momen massa terhadap bidang XY :

M, :ffSpZdS

f Je.zds =f Jez*dS

JI Je &+ 37y ds
kI @+ (2x) + (29) +1a4
=k [+ 4xt + 4yt +1d4
=kff + 7Y A + %) +1dA
= k_[zzojzzlr4\/4r2 +1rdrd@
-k ([ a0y (| A+ 1rar)
6=0 r=1
- 2k (j2:1r4\/4r2 1rdr)
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2
j L r*\4r’ +1rdr diselesaikan dengan menggunakan metode
substitusi

misalkan u = 4r* +1

du=8rdr maka —du=rdr

Maka

(¥4 +1rdr

J%(uz —2u+ l)x/;%du

I
—f[uz —2u? +u2Jdu

128

7 5 3
L guz —iu2 +%1/l2 +C
7 5 3

= 1;8[3[@2 + 1]% —%[4% + 1]g +§[4r2 + 1]§J

j; r* N4t +1rdr

I N S I SIS LI PR I
128[7[4r +1]2—g[4r +1]2+§[4r +1]7 [f

1 7 S 2

= A A P[4 12 ]

448[r ] 160[r J a4 I
=37.801

maka

M, =2k (| r*\4? +1rdr)=27k(37.801) = 75.6027k

xy

Mxy _75.6027k
m 25.926r7k

z =

2916
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Jadi titik pusat massa (0, 0 ,;) = (0, 0 ,2.916)

CONTOH 5.7
Jika S bagian dari permukaan z=2—/x*+3)* dan z=0.
Tentukan momen massa terhadap bidang XY dan bidang XZ jika

rapat massa di setiap titik p(x, y,z) = 3Jx* +y*.
Penyelesaian:

pr—

-
e

Gambar 5.14 S bagian permukaan z =2 — \/xz + y2 dan z=0

Proyeksi S terhadap bidang XY diberikan pada gambar di
bawah ini

S

_I'll--.‘-u -..-..I'I
, __.l'

il

Gambar 5.15 Proyeksi D dibatasi x° + y*> =4
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Dari persamaan z = f(x,y) =2—x" +)°
of x of y
Maka f =—=-—F—, f = =—
Ox X+’ ooy X +y°
dS =\f+ [ +1d4

) L]

2 2
- 5 1d4 =2 d4
X +y

- Momen massa terhadap bidang XY :

M= [[ pzdS = [[ 3Jx*+y* . zdS
= [ 3+ (2—\/x2+y2)dS
=3 ff 507 (2= T V2
= W2 [ ¥ 07 (24 7 Jaa
=32 [* r(2-r)rdrao
=32 [T (27 =) drde

=32 (| Z’:’Ode)(jio (21 ~*)dr)

2 1
= 6\/572' (57"3 —17’4)3

= 8x/§7r
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- Momen massa terhadap bidang XZ :

M =[[ pyds

[f 3y yds
ffgm ydS

=3[ \x+y y2d4
=32 [ e+ yad

= 32" [ 1 (rsin6)rdrde
=32 [T ( sin®)drde

=32 (j sind de)(j *)dr)

327 (—cosd)?” (Z r“)g

22 (cos0) ()

—12\/§7r( cos27 — cosO)
=0

5.4 Fluks Medan Vektor yang Melalui Permukaan S
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Pada permukaan yang bersisi dua seperti pita , dan an-
daikan terdapat fluida yang dapat mengalir melalui permukaan
tersebut dari satu sisi ke sisi yang lain. Andaikan juga permu-
kaan tersebut licin yang berarti mempunyai normal satuan n
arah ke atas yang berubah-ubah secara kontinu. Jika S adalah
permukaan yang bersisi dua seperti definisi di atas dan diasum-
sikan S dicelupkan ke dalam fluida dengan medan kecepatan
kontinu F(x,y,z) , maka :(Lapidus, 1968)scientists, and engi-
neers should find the book to be an excellent introductory text
for coursework or self-study as well as worth its shelf space for
reference.” —MAA ReviewsApplied Mathematics, Fourth Edi-
tion is a thoroughly updated and revised edition on the appli-
cations of modeling and analyzing natural, social, and techno-
logical processes. The book covers a wide range of key topics
in mathematical methods and modeling and highlights the con-
nections between mathematics and the applied and natural
sciences.The Fourth Edition covers both standard and modern
topics, including scaling and dimensional analysis; regular and
singular perturbation; calculus of variations; Green’s functions
and integral equations; nonlinear wave propagation; and sta-
bility and bifurcation. The book provides extended coverage of
mathematical biology, including biochemical kinetics, epidemiol-
ogy, viral dynamics, and parasitic disease. In addition, the new
edition features:Expanded coverage on orthogonality, bound-
ary value problems, and distributions, all of which are motivat-
ed by solvability and eigenvalue problems in elementary linear
algebraAdditional MATLAB® applications for computer algebra
system calculationsOver 300 exercises and 100 illustrations that
demonstrate important conceptsNew examples of dimensional
analysis and scaling along with new tables of dimensions and
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units for easy referenceReview material, theory, and examples
of ordinary differential equationsNew material on applications
to quantum mechanics, chemical kinetics, and modeling diseases
and virusesWritten at an accessible level for readers in a wide
range of scientific fields, Applied Mathematics, Fourth Edition is
an ideal text for introducing modern and advanced techniques of
applied mathematics to upper-undergraduate and graduate-level
students in mathematics, science, and engineering. The book is
also a valuable reference for engineers and scientists in govern-

"o

ment and industry.”,"author”:[{"dropping-particle”:"","family

", "o ", n " on o o

"Lapidus”,”given”:"Leon”,”"non-dropping-particle”:""," parse-
names”:false,”suffix":""}],” container-title”:"Industrial and
Engineering Chemistry”,”id":"ITEM-1","issued”:{"date-parts
":[["1968"]]},"title":" Applied mathematics”,"type”:"article-
journal”},"uris”:["http://www.mendeley.com/
documents/?uuid=7ae05548-fb83-4cb 1-90f7-deddecce3f18"]}],”
mendeley”:{“formattedCitation”:”(Lapidus, 1968

Fluks yang menyeberangi S adalah = ffSFn ds

Note: Fluks dengan cara di atas disebut cara langsung

TEOREMA

Misalkan S adalah permukaan mulus bersisi dua yang dibentuk
oleh z =f(x,y) , dimana (x,y ) ada di dalam D, dan misal-
kan n melambangkan normal satuan k arah atas pada S. Jika
f mempunyai turunan parsial orde pertama yang kontinu dan
F = Mi+ Nj + Pk adalah medan vektor kontinu , maka fluks
F yang menyeberangi S dapat dinyatakan dengan:

Fluks F= [[ FndS = ([ [ -Mf, -Nf, + P]dA

134



Integral Lipat Tiga

| coNTOH 5.8

Hitung fluks arah ke atas dari F(x,y,z) =—yi+xj+k yang
menyeberangi bagian dari permukaan bola S yang dibentuk oleh
z= f(x,y) =J9-x*-3>, 0<x’+3)* <4 dengan menggu-
nakan: B

a. Cara Langsung .

b. Teorema Il-l_,-— —-\'}

Penyelesaian: 'i.____-_-;.- 5
e

Gambar 5.17 S bagian permukaan

Proyeksi S terhadap bidang XY adalah 0<x* +y* <4 diberi-
kan pada gambar di bawah

Gambar 5.18 Proyeksi D dibatasi 0 < x* + y° <4

a. Cara Langsung
Medan F adalah arus rotasi yang mengalir pada arah sumbu

z positif.
Z:f(_x’y):v9—_x2—y2
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_of X X
R N
af SN S
g \/9 x> —y° z
dS—J +1dA
2 2
ermm
z z
2 2 2
S YA g3
zZ zZ

Persamaan dari permukaan dapat ditulis sbb:
H(x,y,z) =z—f(x,y)

_ ’9_x2_y2
VH —fxi—fyj+k

|H| NSRS AT
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(el

Maka fluks F yang menyeberangi S dinyatakan dengan
= [ Fnds

y|. Z
I+ X +k +| = +2k1dS
R (@ (3)’ 3 j
X y). z,13
A Hfﬁj (3j] 3 jz
= ffDdA ( Luas lingkaran D dengan jari-jari = r = 2)
= 45 satuan kubik
b. Teorema
Dari medan vektor F(x,y,z)=-yi+x+k maka M =-y,

N=x, P=1

Maka

FluksF= ([ FndS = [f [-Mf.—Nf, +P]d4

e ==l X1

ff dA  (adalah Luas lingkaran D dengan jari-jari = r = 2)

475 satuan kubik
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CONTOH 5.9 |

Hitung fluks arah ke atasdari F(x, y,z) = —2yi + 4k yang
menyeberangi permukaan S yang dibatasi z = f(x,y) =x" + y2
dan z =6 dengan menggunakan:

a. Cara Langsung
b. Teorema

Penyelesaian:

Gambar 5.19 S bagian permukaan z = f(x,y) =x+ y2 dan z=6

Proyeksi S terhadap bidang XY diberikan pada gambar di bawah
ini

Gambar 5.20 Proyeksi D dibatasi x° + y°> =6
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a. Cara Langsung
Medan F adalah arus rotasi yang mengalir pada arah sumbu
z positif.

z=f(xy)=x+)’

Maka fx:%:bc, fy:%=2y
dS=\[f7+f} +1d4
= J(2x) +(2y) +1d4
= J4x* +4y> +1d4

= J4(x*+)7)+1a4

Persamaan dari permukaan dapat ditulis sbb:
H(x,y,z): z—f(x,y)
:z—(x2 +y2):z—x2—y
n:v[{ :—fxi—fyj+k
H]| S+ +]
_ (—2x)i+(—2y)j+k
4()(2 +y2)+1

2

—2xi-2yj+k
4()(2 +y2)+1

1

= (2xi-2yj+k
( ) 4(x2+y2)+1
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Maka fluks F yang menyeberangi S dinyatakan dengan
= [[ Fnds

-ff ~2yi +4k) [ 2xi—2yj+k)[ ! ) 1Dds

4()624-)/2
ff —2yi+4k). [ 2xi—2yj+k){4(xziyz)+lﬂ 4(x2+y2)+1dA
=ffD(4xy+4)dA
= 4ff (xy+1)dA
j L_ [ (rcos8)( rsm6’)+l}rdrd6
- 4j2i0jr:0(r3 cos§ sin@+r) drde
- 4]2 cos 0 sin@d@jﬁ P odr+ 4j2” Iﬁr drdo

= 4IZZ s1n:9d(sm0).[ P odr + 4I d@j rdr

1 . x p
= 4(—Szn26’j]§ ( j]o (6’)]3 (— 7’2)]5/g
2 2
= O+4(27z)[l .6)
2
= 247 satuan kubik
b. Teorema
Dari medan vektor F(x,y,z)=-2yi+4k maka M =-2y,

N=0, P=4
Maka
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FluksF= ([ FndS = [[ [-Mf.—Nf, +P]d4
= [ [ 2(2x) - 0+4]d4
= [, (4xy+4)d4
=4[ (xy+1)a4
= 4] [" [(reos6)(rsin6) +1]rdrdo
- 4jzzojf0(r3 cos Osin 6+ r) drdo
=4[ coso sinedejfor3 dr + 4[ " [ drdo

%

_ 4]2’__’0 sin@d (sin6) [ r* dr + 4!;“’9[& dr

1 .2 27 1 4 6 a 1
= 4[25171 9)]0 [4 r j]{+4(0)]3 (5 }/'2)]2)/g
= 0+4(27Z')(% .6)

= 247 satuan kubik

CONTOH 5.10

Hitunglah fluks medan vektor F =xi+ yj+zk yang menye-
berangi S bagian dari paraboloida z=1-x> —)°

yang terletak
di atas bidang xy, dengan n vektor normal ke arah atas. Sele-
saikan dengan menggunakan:

a. Cara Langsung

b. Teorema
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Penyelesaian:

M
[y "
I. .I
*J-A -
- -

- --l-:-..-

Gambar 5.21 S bagian permukaan z =1 —(xz + yz)

Proyeksi S terhadap bidang XY diberikan pada gambar di bawah
ini

Gambar 5.22 Proyeksi D dibatasi x° + y° =1

a. Cara Langsung
Medan F adalah arus rotasi yang mengalir pada arah sumbu
z positif.

z= f(x,y) :1—(x2 +y2)

Maka f, :le—bc,fy =%=—2y
x

S =\f>+f}+1d4
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= J(=2x) +(=2y)’ +1d4
= 4x* +4y” +1dA
= J4(x* +)7)+1d4

Persamaan dari permukaan dapat ditulis sbb:
H(x,y,z)= z —f(x,y)

< ficf )]

=z—1+x>+y’
n:vﬂz—fxi—fyj+k
H| S+ 7+
(2x)i+(2y)j+k
4(x2+y2)+1

2xi+2yj+k
4(x2 +y2)+1
=(2xi+2yj+k) !
4()(2 +y2)+1

Maka fluks F yang menyeberangi S dinyatakan dengan

= [ Fnds
= ffs(xi+yj+zk).[(2xi+2yj+k)[I)HﬂdS

4(x2 +y?
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= ffu(xi+yj+zk).

(2xi+2yj+k)[ ! D 4(x* +y?)+1d4
4(x2 +y2)+1
42y + z)dA

2x2+2y +1-x —yz)dA

7r satuan kubik

b. Teorema
Dari medan vektor F(x,y,z)=xi+yj+zk maka M =x,
N=y, P=z

Maka
FIuksF=f Fonds

Ir D[—fo ~Nf, +P]dd
ff [ 2y +z]dA
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= [, (2% +2y* +z)a4
= [, (2x* +27 +1—-x" —y*)d4
I
[
il

2

+y +1)

r +l rdrd@

X
r=0
0

_ (r3 +r) drd@

o
‘[ZOCIGJ‘LO(F3 + r) dr
(08 )57+ 57
Zﬂ)(l+lj
4 2

g;z satuan kubik

2

5.5 Teorema Divergensi Gauss
Misalkan B suatu benda tertutup di ruang yang ditutupi
oleh permukaan yang licin bagian demi bagian. (Wahyuni, 2017)

Gambar 5.23 Bidang B yang ditutupi permukaan OB
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Teorema Divergensi Gauss

Misalkan F' = Mi+ Nj + Pk suatu medan vektor dengan M, N dan
P mempunyai turunan-turunan parsial pertama yang kontinu pada
B dan OB. Jika n vektor normal satuan keluar pada OB, maka

JJ FndS = A divFdv = ABB{” ‘ZN ZP}ZV
X Y Z

| coNTOH 5.11 |
Hitung fluks dari medan vektor F(x, y,z) =x’yi+2xzj+yz k
melalui permukaan kotak tegak B = {(x,y, Z) :0<x<],

0<y<2 , 0£z<3} dengan menggunakan Teorema Diver-
gensi Gauss

Penyelesaian:

5

Gambar 5.24 Benda B yang dibatasi 0 < x <1, 0<y<2,0<z<3

JJ JF.ndS = A divFav = A{aéw %N ZP}W
X y /A

= A,[ 20 +04+3y27 |av
- [.[ ] @xy+3yz*)dzdyax

- ILIZ(z’CyZWf)Ezo dy dx
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1p2
= IOIO(6xy+27y)dydx

I 27
= IO(3xy2 +7y2)]§_0 dx
- [, (123 +54)dx

= 6x° + 54x], = 60

CONTOH 5.12 |
MisalkanBbendayangdibatasiolehsilinder x> + y* =4 ,z=0danz
=3.Jikanadalahvektornormalsatuanarahkeluarpada 0B danmed-
an vektor F(x,y,z) = (X’ +tan yz)i + (y3 — e"z)j + (32 +x )k
maka hitung fluks dari F melalui 0B.

Penyelesaian: 4

[

Gambar 5.25 Benda B yang dibatasi silinder X+ y2 =4 ,2z=0danz=3

Proyeksi S terhadap bidang XY diberikan pada gambar di
bawah ini
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Gambar 5.26 Proyeksi D dibatasi x° + 3> =4

: 0 0 ), O
athza(x3 +‘wmyz)+5(y3 —e )+g(3z+x3)

(3x* +3y° +3)
3 (x2 +y2 +1)

Dengan menggunakan Teorema Divergensi Gauss maka

[f F .nds = deideV

= 3“..[3 [(x2 +y7+ l)]a’V (gunakan koordinat
silinder)

- 3[2”]2]2(% +)rdzdrd
=3[7d0. [ [ (7 +r)dzdr
= 3!;”010. 2(1”3 +r)z Todr

=187 l1f4+lr2 ]3
4 2

= 1087 satuan kubik
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CONTOH 5.13 |
Misalkan B benda yang dibatasiolehsilinder z = x* + y2 dan z=4.
Jikan adalah vektor normal satuan arah keluar pada 0B dan med-
an vektor F(x,y,z)=(x"+2yz)i+ (B»y3 - 3x)j + (92 +4x° )k
maka hitung fluks dari F melalui 0B.

Penyelesaian:

Gambar 5.27 Benda B yang dibatasi silinder z = Xt + y2 dan z=4

Proyeksi B terhadap bidang xy diberikan pada gambar di
bawah ini

Gambar 5.28 Proyeksi D dibatasi x° + y° = 4
. 0 , 3 0 3 0 3
dvF =—(x +2yz)+—(2y —3x)+—(9z+4x
6x( ¥2) ay( 4 ) 82( )

= 3x*+6)° +9)
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=3 (x*+2y°+3)

Dengan menggunakan Teorema Divergensi Gauss maka

[f F nds = ”BdideV

= 3”:[3 [(x2 +2y° + 3)]dV (gunakan koordinat
silinder)

= SI Z”ﬁﬁ(ﬂcos%’ +2r°sin’0 + 3)rdzdr dé
= 3]2” j;j;(r300520+2r3sin2¢9 +3r)dzdrd@
-3 (2) (| z(r3cos219+ 21sin*0 +3r)z T, dr )do
= 9J‘2” ( jz(r3cos26?+2r3sin20 +3r)dr )do
2z 2 I 4 ., 3 5
= 9J ( rtcos’@+—r'sin’0 +=r J]O do
2 2
=9 (4cos 0 + 8sin°6 +6) do
I ( —+— cos20]+8[——%cos26’} +6J do
= 9] "([2+ 200520 ]+ 4~ 4c0520] +6) do

j 12—2cos2t9) do

= 9 (120 —sin 20)7"
=9 (247 -0)

= 2167 satuan kubik

150



Integral Lipat Tiga

5.6 Teorema Stokes

Misalkan S permukaan dua sisidengan 0S ( batasnya) meru-
pakan lengkungan sederhana tertutup yang licin bagian
demi bagian dan 0S terorientasi secara konsisten terhadap
n (vektor normal satuan arah keluar pada permukaan S),
yaitu jika kita berdiri dekat tepi permukaan dengan kepala
searah dengan vector n dan jika kita memandang ke arah
lengkungan maka permukaan terletak di sebelah kiri kita.
(Samura & Pengantar, n.d.)

- 1 .
s
i ]
i

Gambar 5.29 Permukaan S dengan vektor normal n

Teorema Stokes

Misalkan S , OS dan n seperti disebutkan di atas. Misalkan
F = Mi+ Nj + Pk medan vektor dengan M, N, dan P mempunyai
turunan —turunan parsial pertama yang kontinu pada S dan 0S . Bila
T adalah vector satuan singgung pada 0S, maka

¢ FrdS=¢ FTdS= [[ (CurlF).ndS

| cONTOH 5.14
Tunjukkan kebenaran Teorema Stokes untuk

F(x,y,z)=yi-xj+yzk jika$Sadalah permukaan paraboloida

151



Matematika Integral Dalam Ruang Dimensi 2 dan 3

z=x"+y" dengan batas S adalah lingkaran x* + y> =1 di
bidang z = 1.

Penyelesaian:

Gambar 5.30 S bagian permukaan z =x> + y2 dan z =1

Proyeksi S terhadap bidang XY diberikan pada gambar di bawah

Gambar 5.31 Proyeksi D dibatasi x° + y* =1

0S mempunyai persamaan x° + 3> =1 dan z = 1 dan persa-
maan parameter adalah:

X =cost
y = sint
z=1

dengan 0<¢<27 dan dz=0
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Ruas Kiri
§ FTds = ¢ Fax
= 35 LoV dx —xdy
- Jz” [(Sint)(—Sint)dt —(cost)(cost)dt]
= J-;”(—Sinzt)dt — (coszt)dt
= —jz” [(sinzt) + (coszt)}dt
2z
= —[ "at
0
=-2r
Ruas Kanan
IS (Curl F) .nds
i Jj k
cutFp =& 9 9
Ox ay Oz
y —x )z
=zi—-2k

=Z=f(x,y):x2+y2
Maka fx:%:Zx,fyzgzzy

H(x,y,z) =z~ f(x.)

2 2
=z— X _y
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dS=\f>+f’+1dA

= J(2x) +(2p) +1d4
= \J4x* + 4y +1d4

= 4(x2 +y2)+1dA

n:VH :—fxi—fyj+k
|H| NSRS AED
(—2x)i+(—2y)j+k
4(x2+y2)+1

_ 2xi-2yj+k
4(x2+y2)+1

- (—2xi—2yj+k){ 4(x2iy2)+1]

Maka

[f (Curl F) .nds = ffs(zi2k)[2Xi2yj+k Ja’S

4()c2 +y2)+1

= ffD(zi—zk)[_z"i_W‘] 4(x" +)7)+1d4

4(x2+y2)+1

= ffD(—2x(x2 +y2)—2) dA
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= —2ffD(x(x2 +y2)+1) dA
= _2J‘zlr J.lo[rcosé?(rz)+l}rdrd6’
= _2Iz” JL[r“ cos@+r] drd@
-2 j 2”(%1”5 cos 0+%r2)]1, do
= —2_.-2”(1(:056#1) do
0\5 2
= —2[%(sin0)+%0j o
= —2(0+% .271'} =-2r

Jadi § FTdS = [[ (CurlF).ndS
Maka terbukti kebenaran Teorema Stokes

| CONTOH 5.15 |
Misalkan S bagian dari permukaan bola x* + y° +(z—4)2 =10

yang terletak di bawah bidang z = 1 dan misalkan
F(x, y,z) =yi—xj+yzk .Gunakan Teorema  Stokes un-
tuk menghitung ffS(CurlF) .ndS , dimana n vektor normal
satuan arah keluar.

Penyelesaian:
Perhatikan bahwa 0S adalah lingkaran x* + y2 + (1 —4)2 =10
X+ y2 =1 (lingkaran yang berjari-jari 1)

(Penyelesaian seperti contoh 5.13)
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9§ FTdS = 27

ffs(CW”ZF) ndS = 2r

| cONTOH 5.16 |
Gunakan Teorema Stokes untuk menghitung f CF.TdS di-
mana F(x, y,z) =2zi+ (8x—3y)j +(3x+ y)k dan C adalah
sisi-sisi segitiga yang melalui titik-titik (1,0,0), (0,1,0) dan (0,0,2).

Penyelesaian:
Ambil S permukaan bidang segitiga yang melalui titik-titik (1,0,0),
(0,1,0) dan (0,0,2), maka C =0S

Gambar 5.32 Permukaan 0S dibatasi (1,0,0), (0,1,0) dan (0,0,2)

D Proyeksi S diberikan pada gambar di bawah ini
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™,

Gambar 5.33 Proyeksi D segitiga melalui (0,0), (1,0) dan (1,1)

Teorema Stokes:
¢ FrdS=¢ FTdS= [[ (CurlF).ndS
i j k
Curl F = 9 9 9
ox oy 0z
2z 8x-3y 3x+y
= (1—0)i—(3—2)j+(8—0)k

=i—j+8k

Vektor n adalah vector normal pada segitiga .

Ambil vector @ = vector yang melalui titik-titik (1,0,0) dan
(0,1,0), yaitu @ = (0-1)i+(1-0),+(0-0)k =—i+ ;. Ambil
vector b = vector yang melalui titik-titik (1,0,0) dan (0,0,2), yaitu
b=(0-1)i+(0-0)j+(2-0)k=—i+2k.
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(tanda negatif menandakan arahnya keluar)

INY
=
SNy

_ 2i+2j+k

Vd+4+1

2. 2.1
—i+—=j+—k
3 373

Sehingga

Jf (curtry nds = [ (i jesi) [ Sie3 3k fas

1
Ingat bahwa luas segitiga S = E‘ axb‘

Va+4+1

1
2
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&

o =

Jadi
fFTdS 55 F.TdS é‘ (Curl F) .ndS
. ( Luas segltlga

5)

2
2

| cONTOH 5.17
Jika F medan vektor konservatif pada daerah D. Tunjukkan bah-
wa 36 CF.dX =0 untuk setiap lengkungan tertutup C dalam D.

Penyelesaian:

Gambar 5.34 Lengkungan tertutup C di dalam D

Ambil S permukaan sebarang yang batasnya 0S =C. Maka
menurut Teorema Stokes :

Karena F konservatif maka Curl F = 0, sehingga 56‘ CF.dX=
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¢ FrdS=¢ FTdS= [[ (CurlF).ndS=0

UJI CAPAIAN PEMBELAJARAN
Diberikan kuiz pada akhir pertemuan dan tugas presentasi per
kelompok yang membahas materi perkuliahan .

LATIHAN 5

1. Hitung ff x Y,z dS jika g(x,y,z):x2+y2+z dan
S permukaan bldang z=x+y+1 dengan 0<x<1 dan
0<y<l.

2. Hitung ff xy, jika g(x,y,z):x+y dan S
\/4—)(?2

permukaan bidang z = dengan 0<x< \/§ dan
0<y<l1.

3. Hitunglah fluks F medan vektor F' = yi—xj+ 2k yang me-
nyeberangi S bagian dari pemukaan z =/1-y° ,0<x<5
dengan menggunakan :

a. Cara Langsung
b. Teorema

4. Hitunglah fluks F medan vektor F(x,y,z) =2i+5j+3k
yang menyeberangi S bagian dari permukaan z = /x* + >
yang berada di dalam silinder x*> + y* =1

5. Hitunglahfluks dari medanvektor F(x,y,z) =xi+yj+zk

yang menyeberangi S = {(x, y,z) :X* +y° +z° <a’} dengan
menggunakan Teorema Gauss.
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Jika F(x,y,z)= (9—x2)j adalah medan vektor dan S
bagian dari permukaan dibatasi 2x+3y+6z=6 di ok-
tan pertama. Hitunglah fluks yang menyeberangi S dengan
menggunakang:

a. Cara Langsung

b. Teorema

Jika S bagian dari permukaan z =9 —x? —y2 dan di atas
bidang XOY. Misalkan rapat massa pada setiap titik adalah
p =3(x*> + ). Tentukanlah:

a. Luas Permukaan

b. Massa S

c. Titik pusat massa S

Jika S bagian dari permukaan z =9—./x* +3*> dan di atas
bidang XOY. Misalkan rapat massa pada setiap titik adalah

k

e

Tentukanlah:

, k konstanta

a. Luas Permukaan
b. Massa S
c. Titik pusat massa S

Tunjukkan kebenaran Teorema Stokes untuk
F(x, y,z) =3xi—yj+4zk jikaSadalah permukaan pa-
raboloida z = 4—(x2 +y2) dengan batas 0S adalah ling-
karan pada D di bidang z = 2.
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10. JikaSbagiandaripermukaan z = 6 —/x” + y2 yangterletak
di atas bidang z = 2 dan misalkan F’ (x, v, z) =2xi+3yj+4k .
Gunakan Teorema Stokes untuk menghitung

ffS(CurlF) .ndS
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