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Kata Pengantar

KATA PENGANTAR

Puji syukur kami panjatkan kepada Allah SWT yang
telah memberikan karunia dan rizkinya sehingga penulis bisa
menyelesaikan monograf Sistem Persamaan Linier dengan n
Variabel.

Buku ini membahas tentang Sistem Persamaan Linier n
variable yang merupakan sub bab pada matakuliah Matriks dan
Ruang Vektor. Materi ini banyak digunakan untuk menyelesaikan
berbagai permasalahan baik di bidang teknik, ekonomi, sosial,
kedokteran dan lain-lain. Diberikan juga beberapa aplikasi untuk
masalah di bidang teknik, ekonomi, dan masalah real yang lain.
Pembahasan materi monograf ini meliputi Sistem Persamaan
Linier banyak variable dengan menggunakan Metoda Gauss
Jordan, Invers, dan Metoda Cramer.

Penulis menyadari bahwa monograf yang disusun ini masih
belum sempurna, sehingga penulis mengharapkan kritik dan
saran yang membangun untuk kesempurnaannya. Semoga buku
ini bermanfaat dan dapat menambah wawasan bagi kita semua.
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Prakata

PRAKATA

Permasalahan pada Sistem Persamaan Linier adalah
menentukan solusi atau penyelesaiannya dimana solusi bisa
berbentuk unik, banyak atau tidak berhingga dan tidak ada
solusi. Penyelesaian Sistem Persamaan Linier banyak variabel
bebas  memerlukan waktu pengerjaan yang lebih lama.
Pada monograf ini akan disajikan cara menyelesaikan Sistem
Persamaan Linier banyak variabel bebas dengan menggunakan
3 metoda yaitu Gauss Jordan, Invers dan Metoda Cramer. Setiap
metoda akan dijelaskan secara runut sehingga pembaca dapat
mudah memahami dan memilih metoda yang sesuai dengan
permasalahannya.

Sistem Persamaan Linier merupakan salah satu sub bab
Matriks di dalam buku Aljabar Linier yang umumnya hanya
membahas sampai dengan 3 variabel bebas . Metoda penyelesaian
pada buku teks lain juga terpisah pada masing-masing sub bab.
Dengan menyajikan penyelesaian langsung dalam 3 metoda ini
diharapkan pembaca lebih cepat mempelajari dan memahami
Sistem Persamaan Linier lebih dari 3 variabel bebas.

Sasaran utama monograf ini adalah mahasiswa yang
mengambil matakuliah Matriks & Ruang Vektor dan Matematika
Teknik di lingkup internal Universitas Trisakti. Sasaran umum
adalah mahasiswa di luar lingkup Universitas Trisakti atau
peneliti yang ingin mempelajari lebih lanjut Sistem Persamaan
Linier banyak variabel bebas.
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DAFTAR ISTILAH/GLOSARIUM

Sistem Persamaan Linier dengan n variabel - koleksi sebanyak
berhingga persamaan-persamaan linier yang memuat n
variabel X, X,, X3,..., X, .

Penyelesaian Sistem Persamaan Linier dengan n variabel -
bilangan bilangan real X,X,,X;,...,X, yang memenuhi
persamaan sistem linier .

Matriks Eselon Baris Terduksi - bentuk matriks eselon baris yang
lebih disederhanakan sehingga lebih mudah dalam mencari
solusi dari suatu sistem persamaan.

Metoda Gauss Jordan- prosedur pemecahan Sistem Persamaan
Linier dengan mengubah bentuk matrisk eselon baris
tereduksi dengan menggunakan Operasi Baris Elementer
(OBE).

Metoda Cramer-penyelesaian sistem persamaan linier dengan
menggunakan determinan dengan syarat determinan
matriks A tidak sama dengan nol. Nilai X; diperoleh
dengan membagi determinan A, dengan determinan
A. Determinan Aj diperoleh dari determinan A dengan

mengganti kolom ke j dengan B.

XV



Matematika Monograf Sistem Persamaan Linier dengan n Variabel

Invers- diperoleh dari matriks lengkap berisikan matriks bujur
sangkar A dengan matriks identitas yang bersesuaian
yang dilakukan Metoda Gauss Jordan.

Encoding — mengubah informasi dari suatu sistem ke sistem lain
dalam bentuk kode. Kode dapat berupa symbol, tanda
atau huruf yang digunakan untuk merepresentasikan
secara rahasia .

Decoding - proses membuka file berkode yang sudah dikirim dan
harus diterjemahkan kembali ke bentuk aslinya .
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Pendahuluan

BAB1
PENDAHULUAN

1.1.Latar Belakang

Sistem Persamaan Linier merupakan bagian dari Aljabar
Linier. Persamaan Linier yang sederhana adalah membentuk
garis dalam bidang XY sehingga disebut Persamaan Linier dalam
variable x dan y. Dalam Persamaan Linier bentuk variabel yang
muncul hanya sekali dan berpangkat satu dan tidak berbentuk
fungsi trigonometri, eksponensial atau logaritma . Penyelesaian
Persamaan Linier adalah sehimpunan bilangan terurut yang jika
disubstitusikan ke dalam persamaan linier akan menjadi valid.
Penyelesaian atau solusi Persamaan Linier disebut himpunan
penyelesaiannya atau disebut penyelesaian umum .

Jika persamaan dalam 2 variabel 3x+2y=6 , maka
y:B—gx merupakan persamaan garis yang melalui titik (0,3)
dan (2,0). Untuk menentukan penyelesaiannya misalkan X =t
maka yzs—gt dimana t adalah bilangan Real.

Untuk penyelesaian khusus diperoleh dengan
mensubstitusikan nilai-nilai khusus dari t. Dengan memisalkan
t=1 maka diperoleh y:g, sehingga himpunan penyelesaian

khususnya adalah {x:l, y=g .
Jika persamaannya dalam 3 variabel seperti 3x+ 2y +z =6
merupakan persamaan dalam variable x, y dan z . Persamaan

ini membentuk bidang 3 dimensi. Untuk menentukan
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penyelesaiannya dengan mengambil dua nilai sembarang
untuk dua variabel yang dipilih misalkan X=t, y=p maka
z=6-3t-2p .

Untuk penyelesaian khususnya diperoleh dengan
mensubstitusikan nilai-nilai khusus dari t dan p. Dengan
memisalkan t=2 , p=1 maka z=-2 sehingga penyelesaian
khususnya adalah {X =2,y=1z= —2} )

Aljabar Linier berkaitan dengan generalisasi Persamaan
Linier untuk banyak variable (n variable).

Persamaannya ditulis a X, +a,X, + 8,X; +...+a,X, =b,

dimana : a,,a,,a,,...,a, disebut koefisien yang tidak semua
bernilai sama dengan nol
b adalah konstanta bilangan Real
X1y X5, X3, ..., X, adalah variabel

Sehingga persamaan di atas disebut Persamaan Linier
dalam banyak variabel yaitu dalam variabel X, X,, X;,..., X, .

Selanjutnya Persamaan Linier dalam n variable ini dapat
membentuk Sistem Persamaan Linier dalam banyak variable .

Berikut diberikan Sistem Persamaan Linier dalam beberapa
variable dan beberapa persamaan .

Kasus-kasus Sistem Persamaan Linier 3 variabel (X, Y, Z) .

Jika dengan 2 persamaan : 3x—2y+37=6
{x+3y—22 =10
Jika dengan 3 persamaan : 3x+y-3z =-1
X+3y+4z =4

5X—-2y+3z=2

Tidak semua Sistem Persamaan Linier mempunyai
penyelesaian. Setiap Sistem Persamaan Linier mungkin tidak

2
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mempunyai penyelesaian, mempunyai hanya satu penyelesaian
atau mempunyai tak hingga banyaknya penyelesaian. Sistem
Persamaan Linier yang mempunyai penyelesaian baik tunggal
ataupun tak hingga banyaknya penyelesaian disebut konsisten.
Sistem Persamaan Linier yang tidak mempunyai penyelesaian
disebut tak konsisten. Gambar berikut menjelaskan jenis-jenis
penyelesaian (solusi) Sistem Persamaan Linier.

Gambar 1.1 Jenis-jenis solusi Sistem Persamaan Linier

Berikut adalah kasus-kasus solusi untuk Sistem Peramaan

Linier dalam 3 variabel .
Kasus 1. Solusi tunggal :

2X-y+32=56

X+3y—-2z=10

X —2z=4

Dari persamaan ke 3 diperoleh X =2z+4
Disubstitusikan ke persamaan yang lain:
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2X—-y+32=6—>2(2z+4)-y+32=6—>-y+77=-2

x+3y—-2z=10 > (2z+4)+3y-32=10 »>3y-z=6
Sehingga diperoleh:
x=4, y=2 dan z=0

Karena ini merupakan satu-satunya penyelesaian, maka
penyelesaian atau solusi Sistem Persamaan Linier ini disebut
tunggal.

Kasus 2. Solusi tak hingga atau solusi banyak:

X—-y+z2=2
X+2y =-3

Dari persamaan ke 2 diperoleh :
X=-3-2y
Substitusikan ke persamaan 1 diperoleh:

3X-y+2=2->3(-3-2y)-2y+z=2—>-8y+z=11
dengan misalkan y =t , t bilangan Real
maka X=-3-2t dan z=11+8t
Jika t=0 maka x=-3 , y=0 dan z=11
Jika t=—+ maka X =—2 ,y=—1 dan z=7
2 2
Karena tbilangan Real maka penyelesaian yang

dihasilkan tergantung nilai t sehingga Sistem Persamaan Linier
menghasilkan solusi tak terhingga atau banyak.
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Kasus 3. Tidak mempunyai solusi :

2X—-y+32=2
—4X+2y-6z=3
X —2z=4

Jika persamaan di baris 1 dan baris 2 disubstitusikan menghasilkan
tidak ada solusi.

Permasalahan Sistem Persamaan Linier ini banyak ditemui
pada berbagaiilmu seperti di bidang ekonomi, teknik, kedokteran
dan banyak kasus lainnya. Penerapan pada beberapa kasus akan
dibahas pada bab-bab berikut.

1.2.Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang di atas, maka dapat ditentukan

rumusan masalah dalam monograf ini yaitu :

1. Bagaimana membuat Sistem Persamaan Linier dalam banyak
variabel bebas ?

2. Bagaimana menentukan penyelesaian Sistem Persamaan
Linier dalam banyak variable bebas?

3. Bagaimana aplikasi Sistem Persamaan Linier dalam banyak
variable bebas?

1.3.Nilai Kebaruan (Novelty)

Penyelesaian Sistem Persamaan Linier banyak variable
ini menggabungkan beberapa metoda yaitu: Metoda Gauss
Jordan, Invers dan Cramer sehingga memudahkan pembaca
untuk mempelajari metoda yang akan dipilih sesuai dengan
kebutuhannya. Dalam monograf ini juga disertakan beberapa
aplikasi di bidang ekonomi, inventory, rangkaian listrik, encoding
dan decoding serta masalah real.
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Sistem Persamaan Linier Banyak Variabel Bebas
dengan Menggunakan Metoda Gauss Jordan

AB
IST
AN
EN
RD

nw

M PERSAMAAN LINIER
AK VARIABEL BEBAS DENGAN
GNU NAKAN METODA GAUSS

olw

2.1. Sistem Persamaan Linier banyak variabel bebas
Sebuah sistem dengan m Persamaan Linier dalam banyak
variabel atau n variabel bebas dituliskan sebagai berikut [1]:

allxll+a12X12 +a13X13+ ..... +alan zbl
8.21X1+6122X2 +a23X3+ ..... +a2an :b2

Am1 X Fan X +an3Xgt.e g X, =Dy,

dimana : X, X,,X;,..., X, adalah variabel bebas
: ; adalah elemen i=1.,m;dan j=1.,n

Sistem Persamaan Linier di atas dapat dibuat ke dalam bentuk
perkalian matriks AX =B [2]
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Qp A, ... A, || X% by
a21 a'22 aZn XZ b2
|8 &mn | %o _bm_
A, &, ... &,
a21 3.22 - aZn
dimana A=
_aml am2 ... amn i

adalah matriks koefisien &; yang berukuran mxn [3]
%, |

X;

X =| | adalah matriks yang berukuran

B=| | adalah matriks yang berukuran




Sistem Persamaan Linier Banyak Variabel Bebas
dengan Menggunakan Metoda Gauss Jordan

Penyelesaian atau solusi dari Sistem Persamaan Linier
dengan n variabel adalah menentukan X yang dicari dengan
menggunakan Metoda Gauss Jordan. Untuk penyelesaian
dengan Metoda Gauss Jordan harus dipelajari terlebih dahulu
Operasi Baris Elementer dan Metoda Gauss.

2.2. Operasi Baris Elementer

Untuk menyelesaikan Sistem Persamaan Linier n variabel
harus ditentukan matriks yang diperbesar atau matriks lengkap,
dimana matriks lengkap ini berisikan matriks koefisien A yang
diperluas dengan menambahkan matriks konstanta B , sehingga
diperoleh [4]

(a, a, .. a, [b ]

8y 8, ... 8, b,
matriks lengkap [A|B]:

[ A 8 [By |

Metode dasar untuk menyelesaikan Sistem Persamaan
Linier adalah menggantikan sistem yang diberikan dengan
suatu sistem baru yang mempunyai penyelesaian yang sama
dan lebih mudah diselesaikan. Sistem baru ini diperoleh dalam
serangkaian langkah dengan menerapkan tiga jenis operasi
untuk menghilangkan variabel secara sistematis . Operasi itu
meliputi: menukarkan posisi dua persamaan, mengalikan sebuah
persamaan dengan konstanta tidak nol, dan menambahkan
kelipatan suatu persamaan ke persamaan lainnya.
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Karena baris dari suatu matriks lengkap bersesuaian dengan
persamaan dalam sistem terkait, maka operasi-operasi tersebut
juga bersesuaian dengan operasi berikut pada baris-baris matriks
lengkap. Cara seperti ini disebut dengan Operasi Baris Elementer,
dimana operasinya sebagai berikut [5]:

1. Menukarkan letak 2 baris .
2. Mengalikan sebuah baris dengan konstanta tidak nol.
3. Menambahkan kelipatan suatu baris ke baris yang lain.

Untuk matriks koefisen yang berordo Nnxn maka matriks
lengkap yang dihasilkan menyatakan suatu sistem segitiga.

Matriks segitiga terbagi dalam 2 jenis yaitu segitiga atas
dan segitiga bawah. Matriks segitiga atas adalah matriks bujur
sangkar dimana semua elemen dibawah diagonal utama bernilai
nol.

Secara umum matriks segitiga atas berordo 3x3 adalah

* * *
0 * *
0 0 *

Matriks segitiga bawah matriks bujur sangkar dimana
semua elemen di atas diagonal utama bernilai nol.

Seacara umum matriks segitiga bawah berordo 4x4
adalah .

*>0 0 O
* * 0 0
* * * 0
* * * *

Tanda * melambangkan konstanta yang tidak nol.

10
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dengan Menggunakan Metoda Gauss Jordan

Penerapan Operasi Baris Elementer untuk Sistem Persamaan
Linier dengan 3 variabel bebas .[6]

X, +2X, —4X; =-12
2X, — X, +X; =8
3% +X, —2%X; =-1

Dari Sistem Persamaan Linier dapat dituliskan dalam bentuk
AX =B

1 2 -4|x -12

2 -1 1 {%|=| 8

3 1 2| x -1
1 2 -4 X, -12
dimana A=12 -1 1|, X=|X,|dan B=| 8
3 1 -2 X3 -1
1 2 -4 |12
Maka matriks lengkap [A|BJ ditulis (2 1 1 | 8
31 2|1

Kemudian dilakukan Operasi Baris Elementer pada matriks
lengkap [A|B} dengan langkah sebagai berikut:

1 2 -4 |12
2 -1 1| 8
31 2|1

11
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1 2 -4 [|-12
baris 2 dikurang 2 kalibaris1 |0 -5 9 | 32
31 2|1
1 2 4|12
baris 3 dikurang 3 kali baris 1 diperoleh |0 -5 9 | 32
0 -5 10 | 35
1 2 -4]-12
baris 3 dikurang baris 2 diperoleh 0 -5 9 | 32
0 0 1]3
1 2 -4 |12
baris 2 dikali (—EJ diperoleh 01 A
5 5 5
0 0 1 | 3

Hasil akhir dari matriks lengkap membentuk sistem segitiga
atas sehingga didapatkan sebagai berikut:
dari baris ke 3 diperoleh X; =3
dari baris ke 2 diperoleh:
9

X, ——

c Xy = —%, substitusi nilai X, =3 maka =-1

dari baris 1 diperoleh:
X, +2X, —4X, = =12, substitusikan nilai dan x, =-1

12
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dengan Menggunakan Metoda Gauss Jordan

maka diperoleh X, =-12-2(-1)+4(3)=2
Maka penyelesaiannya {x, =2 ,X,=-1 , X;=3} atau dapat

X, 2
dituliskan dalam bentuk matriks X =| X, |=| -1
X 3

Penyelesaian ini adalah tunggal dan konsisten.

2.3 Penyelesaian Sistem Persamaan Linier Banyak Variabel
dengan Metoda Eliminasi Gauss Jordan
Dalam memudahkan penyelesaian Sistem Persamaan Linier
banyak variable bebas maka matriks lengkap harus mempunyai
ciri-ciri yang dapat dilihat dari entri yang merupakan matriks
koefisien dan dilihat dari kiri ke kanan. Sehingga matriks lengkap
menjadi matriks eselon baris atau matriks eselon baris tereduksi.
Sifat-sifat matriks eselon baris adalah:
1. Pada setiap baris, entri tak nol yang pertama adalah angka 1
. Angka 1 ini disebut 1 utama.
2. Jika terdapat baris nol maka baris tersebut diletakkan pada
baris yang terbawah.
3. Pada dua baris yang berurutan letak 1 utama nya maka 1 uta-
ma pada baris yang lebih bawah terletak lebih ke kanan dari
1 utama dari baris yang di atasnya.

Proses operasi Sistem Persamaan Linier menjadi matriks

lengkap dengan menggunakan semua sifat matriks eselon baris
disebut Eliminasi Gauss.

13
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Beberapa contoh matriks eselon baris[7] :

11 0

alo 10

000

13 -2 2
b.|0 1 4 -3
001 1
01324
00110
“loooo1
0 0 00 0

Matriks eselon baris jika direduksi menjadi matriks eselon
baris terduksi . Sifat-sifat matriks eselon baris terduksi adalah :
1. Semua sifat 1 sampai dengan 3 pada matriks eselon baris.
2. Pada setiap kolom yang terdapat 1 utama maka entri-entri
lain adalah nol.

Beberapa contoh matriks eselon baris tereduksi :

1 00
a. |0 1 0

0 01

1 0 0 2
b 0 -3

10 1 4
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dengan Menggunakan Metoda Gauss Jordan

01301
00012
“looooo
0 0 00 0

Proses operasi Sistem Persamaan Linier menjadi matriks
lengkap dengan menggunakan semua sifat matriks eselon baris
tereduksi disebut Eliminasi Gauss-Jordan .

Langkah-langkah penyelesaian Eliminasi Gauss-Jordan [8]:

1. Tentukan Sistem Persamaan Linier

2. Tentukan matriks A , matriks X dan matriks B .

3. Tentukan matriks lengkap [A|B} kemudian lakukan semua
operasi baris elementer tereduksi .

4. Diperoleh X merupakan penyelesaian Sistem Persamaan Li-
nier banyak variable bebas.

Penerapan Sistem Persamaan Linier dalam 4 variabel bebas
dengan menggunakan Eliminasi Gauss dan Eliminasi Gauss-
Jordan[9]

2X + X, =Xy +2X, =4
X, +2X, +X; —3X, =6
3% —2X%+ X, =6
A% — X, + X, —2X, =2

Dapat dituliskan dalam bentuk perkalian matriks AX =B

15
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21 -1 2||x 4
1 2 1 3||x%, 6
30 -2 1|x]| |6
4 -1 1 -2]|x, 2
dimana
2 1 -1 2 X 4
) 1 2 1 -3 X, 6
matriks A= , X = dan B=
3 0 -2 1 Xy 6
4 -1 1 -2 X, 2
2 1 -1 2 4
Matriks lengkap [A|B] adalah 121=%9
30 216
4 -1 1-2 2

a. Penyelesaian dengan Eliminasi Gauss [10]

Langkah-langkahnya:

2 1 -1 2 4]

1 2 1-36

30 -216
4 -1 1-2 2]
menukarkan baris 1 ke baris 2
1 21 -3 6]

21 -12 4

30 -216

4 -1 1-2 2]
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baris 2 dikurang 2 kali baris 1 diperoleh

1 2 1 -3 6
0 -3 3 8 -8
30 2 1 6
4 -1 1 2 2

baris 3 dikurang 3 kali baris 1 diperoleh
1 2 1 -3 6|
0 -3 -3 8 -8
0 6 -5 10 -12
4 -1 1 2 2

baris 4 dikurang 4 kali baris 1 diperoleh
1 2 1 -3 6]
0O -3 -3 8 -8
0 6 -5 10 -12
0 9 -3 10 -22

baris 3 dikurang 2 kali baris 2 diperoleh

1 2 1 -3 6

0 -3 -3 8 -8

0O 0 1 -6 4

0 -9 -3 10 -22

baris 4 dikurang 3 kali baris 2 diperoleh

1 2 1 -3 6
0 3 3 8 -8
00 1 —6 4
0 0 6 -14 2
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baris 4 dikali '~ diperoleh
1 2 1 -3 6

0 3 3 8 -8
0o 0 1 6 4
o 0 3 -7 1

baris 4 dikurang 3 kali baris 3 diperoleh
1 2 1 -3 6

0 3 -3 8 -8
0O 0 1 -6 4
0O 0 0 11 -
1 2 1 -3 6
0O 3 -3 8 -8
baris ke 4 dikali — dlperoleh
0O 0 1 -6 4
0O 0 0 1 -1
121 5 °
1 011 -2 8
baris 2 dikali —— diperoleh 3 3
3 0 01
-6 4
1000 1 -1

Terlihat matriks koefisien A sudah membentuk matriks
segitiga atas sehingga dapat ditentukan penyelesaiannya[11].
dari baris 4 diperoleh : x, =-1
dari bariske 3: X, —6X,=4 maka X, =-2

dari baris ke 2 : X, +x3—gx4 =% maka X, =2

18
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dari baris ke 1: X +2X, +X;—3X, =6 maka X =1
Penyelesaian adalah {x, =1,x,=2 %, =-2,%, =-1}

X, 1
L : X, 2
atau ditulis dalam bentuk matriks X = = 5
X, —
b. Penyelesaian dengan Metoda Elimin au —_Jg) an

Metoda Eliminasi Gauss Jordan adalah penyempurnaan
dari Metoda Eliminasi Gauss.

Dalam pengerjaannya dilakukan semua tahapan
penyelesaian menggunakan Eliminasi Gauss yang dilanjutkan
dengan substitusi balik sehingga menjadi Eliminasi Gauss Jordan.

Dari matriks lengkap dengan Eliminasi Gauss pada
penyelesaian a. di atas diperoleh

121 °°
011 -3 8
001 53

6 4
(000 1 -1]

Selanjutnya dilakukan substitusi balik dengan langkah
berikut:
baris 3 ditambah 6 kali baris 4 diperoleh

121_36
011—22
001 5 5
000 1 -1]
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baris 2 ditambah % baris 4 diperoleh

1 21 -3 6
011 0 O
001 0 -2
000 1 -1
baris 1 ditambah 3 kali baris 4 diperoleh
121 0 3
0110 O
0 01 0 -2
000 1 -1
baris 2 dikurang baris 3 diperoleh
1 21 0 3]
010 0 2
0 01 0 -2
10 0 0 1 1]
baris 1 dikurang baris 3 diperoleh
1 2 0 0 5]
010 0 2
0 01 0 -2
1000 1 -1

baris 1 dikurang 2 kali baris 2 diperoleh
1 00 0 1

01 0 0 2
0 01 0 -2
0 00 1 -1
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Matriks koefisien A yang berukuran 4x4 menjadi matriks
Identitas dimana koefisien diagonal utama bernilai 1 dan
koefisien yang lain bernilai 0.

Sehingga diperoleh solusi dengan menggunakan Eliminasi
Gauss Jordan adalah:

. X, =2, X, =-2dan X, =-1.

X, 1
X, 2
Maka X = = .
X -2
X, -1

Hasil pengerjaan dengan menggunakan Eliminasi Gauss
dan Eliminasi Gauss Jordan menghasilkan solusi yang sama.

2.4. Penerapan pada Inventory
Sistem Persamaan Linier dengan banyak variabel bebas
dapat ditemui pada permasalahan inventory [12].

Penerapan 1.

Setiap minggu Toko Grosir Maju menerima 4 merk biskuit
bayi yaitu A,B,C dan D dengan total 200 pak. Minggu 1 di awal
bulan Desember 2020 toko tersebut menjual biskuit A dan
B seharga $1 , biskuit C seharga $3, dan biskuit D seharga $4
sehingga diperoleh $380. Minggu ke 2 toko mengorder biscuit
A seharga $2, biskuit B seharga $3, biscuit C seharga $4 dan
biscuit D seharga $5 dengan harapan memperoleh $ 620. Minggu
ke 3 toko tersebut mengorder biscuit A seharga $2, biscuit B
seharga $3, biskuit C seharga $2 dan biscuit D seharga $1 dengan
peroleh $520. Berapa banyak masing-masing merk biskuit yang
harus diorder supaya toko tersebut membeli dengan jumlah yang
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sama selama 3 minggu.

Pertama ditentukan variable bebasnya yaitu biskuit A, B, C
dan D. Disini ada 4 variabel bebas. Misalkan : X = biskuit A, y=
biskuit B, z = biskuit Cdan t = biskuit D.

Persamaan Linier | adalah : x+y+2z+t =200

Persamaan Linier Il adalah : X+ y+3z+ 4t =380

Persamaan Linier lll adalah : 2x+3y+ 4z + 5t =620
Persamaan Linier IV adalah : 2x+3y+ 2z + 4t =520

Maka Sistem Persamaan Linier 4 variabel bebas dapat ditulis:

X+y+zZ+t =200
X+y+3z+4t =380
2X+3y+4z+5t =620
2X+3y+2z+4t =520

Sistem Persamaan Linier ditulis dalam bentuk perkalian matriks

AX=B 1 1 1 17[x] [200
1 1 3 4||y B 380
2 3 4 5/||z| |620
2 3 2 4|t 520
1 11 1 X 200
_ _ 1 1 3 4 y 380
dimana matriks A= , X = dan B=
2 3 4 5 yA 620
2 3 2 4 t 520
111 1 200
) 1 1 3 4 380
Matriks lengkap [A|B] adalah
2 3 4 5 620
2 3 2 4 520
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Lakukan Eliminasi Gauss Jordan dengan cara sebagai berikut:
Baris 2 dikurang baris 1 diperoleh

111 1 200

0 0 2 3 180

2 3 4 5 620

2 3 2 4 520

Baris 3 dikurang 2 kali baris 1 diperoleh

111 1 200
0 0 2 3 180
01 2 3 220
2 3 2 4 520

Baris 4 dikurang 2 kali baris 1 diperoleh

111 1 200]
0 0 2 3 180
01 23 220
010 2 120

Baris 2 ditukar dengan baris 4 diperoleh

11 1 1 200
01 0 2 120
01 23 220
10 0 2 3 180

Baris 3 dikurang baris 2 diperoleh

11 1 1 200]
01 0 2 120
0 0 21 100
0 0 2 3 180
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Baris 4 dikurang baris 3 diperoleh

11 1 1 200]
01 02 120
0 0 21 100
0 0 02 80

Baris 4 dikali 2 diperoleh
11 1 1 200]
01 0 2 120

0 0 21 100
0 0 01 40|

Selanjutnya dilakukan substitusi mundur
Baris 3 dikurang baris 4 diperoleh
11 1 1 200]
01 02 120
0 0 20 60
10 0 01 40|
Baris 2 dikurang (2) kali baris 4 diperoleh
11 1 1 200]
01 00 40

00 20 60
00 01 40

Baris 1 dikurang baris 4 diperoleh

111 0 160
01 00 40
00 20 60
0 0 01 40
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Baris 3 dikali '~ diperoleh

111 0 160
01 00 40
0 010 30
0 0 01 40

Baris 1 dikurang baris 3 diperoleh

11 0 0 130

01 00 40

0 010 30

0 0 01 40
Baris 1 dikurang baris 2 diperoleh
10 0 0 9

01 00 40

0 010 30

0 0 01 40

Matriks koefisiennya berbentuk matriks Identitas dan
matriks lengkap sudah membentuk matriks eselon baris tereduksi.
Diperoleh dari baris I: x =90

baris Il: 'y =40
baris lll: z=30
baris IV: t =40.

Jadi biskuit yang harus dipesan setiap minggu adalah:
Biskuit merk A sebanyak 90 pak
Biskuit merk B sebanyak 40 pak
Biskuit merk C sebanyak 30 pak
Biskuit merk D sebanyak 40 pak
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Penerapan 2.

Perusahaan Terang yang bergerak di bidang perlengkapan

rumah tangga memiliki cabang di beberapa kota besar di

Indonesia yaitu Jakarta, Surabaya , Medan dan Ujung Pandang.

Perlengkapan rumah tangga yang dijual adalah sofa set, meja

makan, lemari pakaian dan kitchen set. Inventori pada awal
tahun 2020 adalah sebagai berikut:

Jakarta : 225 sofa set, 180 meja makan, 170 lemari pakaian
dan 200 kitchen set.

Surabaya : 180 sofa set, 210 meja makan, 150 lemari pakaian
dan 160 kitchen set.

Medan : 210 sofa set, 175 meja makan, 145 lemari pakaian
dan 150 kitchen set.

Ujung Pandang : 175 sofa set, 155 meja makan, 160 lemari
pakaian dan 140 kitchen set.

Harga sofa set adalah Rp 20 juta, meja makan Rp 12 juta,
lemari pakaian Rp 6 jt dan kitchen set Rp 15 juta.

Hasil penjualan tiap kota pada tahun 2020 adalah sebagai

berikut:
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Jakarta : 213 sofa set, 155 meja makan, 162 lemari pakaian
dan 175 kitchen set.

Surabaya : 165 sofa set, 202 meja makan, 130 lemari pakaian
dan 144 kitchen set.

Medan : 187 sofa set, 156 meja makan, 143 lemari pakaian
dan 121 kitchen set.

Ujung Pandang : 147 sofa set, 145 meja makan, 152 lemari
pakaian dan 128 kitchen set.
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Manajemen ingin mengetahui hal-hal berikut:

a. Nilai inventori .

b. Pendapatan kotor tiap cabang pada tahun 2020.

¢. Biayayang ditanggung untuk sisa inventori pada tahun 2020.

Pertama ditentukan variable bebas :

- sofa set sebagai variable bebas X

- meja makan sebagai variable bebas y

- lemari pakaian sebagai variable bebas z
- kitchen set sebagai variable bebas t.

Persamaan Linier | ( Jakarta/J) : 225x+180y+170z +200t=J

Persamaan Linier Il (Surabaya/S): 180 x+ 210y +150z +160t = B
PersamaanLinierlll (Medan/M): 210x+175y +145z +150t =M
PersamaanLinierlV(U.Pandang/U):175x +155y+160z +140t =U

Maka Sistem Persamaan Linier 4 variabel bebas utk
permasalahan inventori di atas dapat ditulis:
225x+180y+170z + 200t =J
180x+210y+150z+160t =B
210x+175y+1452 +150t =M
175x+155y +160z+140t =U

225 180 170 200

180 210 150 160
a. Matriks inventori :

210 175 145 150

175 155 160 140
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Matriks harga = | 6.000.000

20.000.000 |
12.000.000

15.000.000

Nilai Inventori = Matriks Inventori dikali Matriks Harga

225 180 170 200

[10.680.000.000 |

20.000.000 |
12.000.000
6.000.000
15.000.000

180 210 150 160
210 175 145 150
175 155 160 140

9.420.000.000
9.420.000.000
8.420.000.000

Nilai Inventori utk masing-masing cabang adalah:

Jakarta : Rp10.680.000.000
Medan : Rp 9.420.000.000
Bandung : Rp 9.420.000.000

Ujung Pandang : Rp 8.420.000.000
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213

165
Matriks penjualan =

187

147

155 162 175
202 130 144
156 143 121
145 152 128

Pendapatan kotor setiap cabang pada tahun 2020 diperoleh
dari matriks penjualan dikali dengan matriks harga,

213 155 162 175
165 202 130 144
=1187 156 143 121
147 145 152 128

[9.717.000.000 |
8.644.000.000
= | 8.285.000.000
7.512.000.000

20.000.000 |

12.000.000
6.000.000

15.000.000

Jadi pendapatan kotor untuk masing-masing cabang pada
tahun 2020 sebagai berikut:

- Jakarta

- Medan

- Bandung

- Ujung Pandang

. Rp 9.717.000.000
 Rp 8.644.000.000
 Rp 8.285.000.000
 Rp 7.512.000.000

Sisa inventori pada akhir tahun 2020 di tiap cabang diper-
oleh dari Matriks Inventori - Matriks penjualan terjual
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30

225 180 170 200| [213 155 162 175
180 210 150 160 165 202 130 144
210 175 145 150 | |187 156 143 121
175 155 160 140 | |147 145 152 128

(12 25 8 25
15 18 20 16
23 19 2 29
28 10 8 12

Biaya yang ditanggung untuk sisa inventori, diperoleh dari
sisa inventori dikali dengan harga, yaitu:

) [20.000.000 |
12 25 8 25
12.000.000
15 18 20 16
= 6.000.000
23 19 2 29
15.000.000
128 10 8 12
[ 963.000.000 |
756.000.000
=|1.135.000.000
908.000.000

Jadi biaya yang ditanggung masing-masing cabang adalah:

- Jakarta : Rp 963.000.000
- Medan : Rp 756.000.000
- Bandung : Rp 1.135.000.000
- Ujung Pandang :Rp  908.000.000
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Penerapan 3.

Pada suatu daerah mempunyai 3 kecamatan yaitu F, M dan
C dimana setiap kecamatan mempunyai usaha yang berbeda .
Kecamatan F warganya berusaha di bidang konveksi pakaian
anak-anak, kecamatan M berusaha di bidang pertanian dan
kecamatan C berusaha di bidang peralatan pertanian yang
sederhana. Daerah ini menerapkan sistem barter untuk semua
bidang usahanya.

Kecamatan F menggunakan setengah dari pakaian untuk
digunakan sendiri dan memberikan seperempat hasil konveksi
kepada masing-masing kecamatan M dan C. Hasil pertanian di
kecamatan M dibagi merata untuk masing-masing kecamatan.
Kecamatan C memberikan setengah dari hasil peralatan
pertanian kepada kecamatan F dan sisanya dibagi rata untuk
dua kecamatan yang lain.

Sistem barter tersebut dapat dituliskan dalam table

Tabel 2.1
Sistem Barter
F M C
F 1/2 1/3 1/2
M 1/4 1/3 1/4
C 1/4 1/3 1/4

Masing-masing kolom menunjukkan distribusi usaha setiap
kecamatan.

Barter ini menjadi tidak praktis jika terjadi penambahan
penduduk setiap kecamatan sehingga diterapkan sistem
keuangan untuk perdagangan dengan asumsi semua berjalan

31



Matematika Monograf Sistem Persamaan Linier dengan n Variabel

normal , tidak terjadi penimbunan modal dan harga yang wajar
untuk setiap barang . Bagaimana memberikan nilai-nilai pada
hasil usaha yang mewakili sistem barter yang berlaku. Alur sistem
barter diberikan pada gambar berikut.

Gambar 2. 1 Alur Sistem Barter

Permasalahaninidapatdiselesaikandenganmenggunakan
Sistem Persamaan Linier dengan tiga variable bebas [13].
Variabel bebasnya adalah :
- variable 1 yaitu X, adalah nilai dari hasil konveksi
- variabel 2 yaitu X, adalah nilai hasil pertanian
- variabel 3 yaitu X, adalah nilai hasil peralatan pertanian.

32



Sistem Persamaan Linier Banyak Variabel Bebas
dengan Menggunakan Metoda Gauss Jordan

Sistemnya dianggap adil sehingga nilai total barang-barang
yang diterima oleh kecamatan F adalah X, .
Dari baris pertama di tabel diperoleh persamaan linier :

I I 4%,
PRI AR
maka
1 1 1
—Exl+§x2+§x3:0_

Nilai total barang-barang yang diterima oleh kecamatan M
adalah X, .
Dari baris kedua di tabel diperoleh persamaan linier :

1 1 1
ZX1+§X2 '|'ZX3 :Xz
E —EX +1X =0
4X1 3 2 4 3

Nilai total barang-barang yang diterima oleh kecamatan C
adalah x,.
Dari baris ketiga di tabel diperoleh persamaan linier :

1 1

ZX1+§X2+ X3—X3
1 1 3
ZX1+§X2 ——X3 =0

Sehingga ketiga persamaan di atas dapat dituliskan dalam
bentuk Sistem Persamaan Linier homogen dengan 3 variabel
bebas:
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1 +1x+£x—0
13Nt

1 2 1
ZXl—EXZ +ZX3 =0

1 +1x —Ex =0
4X1 32 43

Sistem Persamaan Linier di atas dituliskan dalam AX =B

1 1 1]

2 3 2 X 0
A= E —E 1 , X=|X,|dan B=

4 3 4

1 1 3 X, 0

4 3 4

Karena ruas kanan semua bernilai nol atau B=0
maka Sistem Persamaan Linier disebut Sistem Persamaan
Linier Homogen. Sehingga matriks lengkap [A|B] dalam
pengerjaannya cukup matriks A yang dilakukan operasi Gauss
Jordan.

Pada soal ini untuk menghindari perhitungan yang lebih
lama maka angka pecahan sertiap baris dikalikan dengan
bilangan tertentu yang tidak nol.

Baris 1 dikali dengan (-6) , baris ke 2 dikali dengan (12) dan
baris ke 3 dikali dengan (12) sehingga diperoleh

3 -2 3
3 8 3
3 4 9
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Baris 2 dikurang baris 1 diperoleh

3 -2 3
0 6 6
3 4 -9

Baris 3 dikurang baris 1 diperoleh

(3 -2 -3]
0 6 6
0 6 -6
Baris 3 ditambah baris 2 diperoleh
(3 -2 -3]
0 6 6
0 0 0]
Baris 2 dikali dengan (-1/6) diperoleh
(3 2 -3
0 1 -1
0 0 O

Baris 1 ditambah dengan 2 kali baris 2 diperoleh

3 0 -5
01 -1
0 0 O

Baris 1 dikali dengan 1/3 diperoleh

10 -2

3
01 -1
0O 0 O
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Pada baris ketiga semua bernilai nol.
Dengan memisalkan variabel bebas X, =6 .
Dari persamaan kedua X, —X, =0 maka X, =X, =6.

Dari persamaan pertama X —ng =0 maka X :§X3 =10.

Akibatnya nilai-nilai X, X,, X; diberikan dalam bentuk

perbandingan
X DX :X=10:6:6=5:3:3

2.5. Penerapan pada Rangkaian Listrik
Sistem Persamaan Linier dapat digunakan untuk
menentukan kuat arus di setiap cabang rangkaian listrik yang
dinyatakan dalam resistansi dan tegangan. Sumber listrik
adalah baterai yang digunakan untuk menggerakkan muatan
dan menghasilkan arus. Arus mengalir keluar dari terminal yang
digambarkan oleh garis vertical yang lebih panjang. Resistansi
diukur dalam Ohm. Kode huruf menyatakan simpul (node) dan
I adalah arus antar simpul yang dinyatakan dalam Ampere.
Tanda panah menunjukkan arah arus. Jika arus bernilai negative
menandakan bahwa arus sepanjang cabang itu berlawanan arah
dengan tanda panah.
Untuk menentukan kuat arus arus digunakan Hukum
Kirchhoff yaitu [14]:
1. Pada setiap simpul jumlah kuat arus yang masuk sama dengan
jumlah kuat arus yang keluar.
2. Disetiap keliling simpul yang tertutup , jumlah aljabar tegan-
gan harus sama dengan jumlah aljabar penurunan tegangan.
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Penurunan tegangan E untuk setiap tahanan didasarkan
pada hukum Ohm yaitu , dimana resistansi dalam Ohm.

Diketahui rangkaian listrik seperti di gambar di bawah ini,
akan ditentukan kuat arus .

& vels

1F

ii —_—
— T
-

2 ol

4 ANV - B

= —_
3 ofimn ‘_% :—; 2 b

{1

is 9 vealr

Gambar 2.2 Rangkaian Arus Listrik[15]

Dari hukum pertama Kirchoff diperoleh [16]:
L, +i, =0 (pada Simpul A)
—i,+i,—i,=0 (pada Simpul B)

Dari hukum kedua Kirchhoff diperoleh:
4i, +2i, =8 (pada simpul atas)

2i, +5i, =9 (pada simpul atas)

Sehingga dapat ditulis dalam bentuk Sistem Persamaan Linier
dalam 3 variabel:
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L, +i; =0
—l, +1, -1, =0
4i, + 2i, =8
2i,+5i, =9
Sistem Persamaan ditulis dalam bentuk AX =B
1 -1 1 i 0
-1 1 -1 il _|o
4 2 0 i2 8
0 2 5/-° |9
1 -1 1 O
Matriks lengkap [A:B] adalah 110
2 0 8
0 2 5 9

Untuk menentukan kuat arus, dilakukan Operasi Gauss
Jordan sebagai berikut:

Baris 2 ditambah dengan baris 1 diperoleh

(1 -1 10
0 0 0O
4 2 0 8
10 2 5 9]
Baris 2 ditukar dengan baris ke 4 diperoleh
(1 -1 1 0]
0 2 59
4 2 0 8
0 0 0 0]
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Baris 3 dikurang dengan 4 kali baris 1 diperoleh

1 -1 1 0
0 2 5 9
0O 6 -4 8
00 0 O
Baris 3 dikurang dengan 3 kali baris 2 diperoleh
1 -1 1 0
0 2 5 9
0 0 -19 -19
00 0 0

Baris 3 dikali dengan (—%j diperoleh
(1 -1 1 0]
0 2 59

0 0 11

0 0 0 0]
Baris 2 dikurang 5 kali baris 3 diperoleh
(1 -1 1 0]
0 2 0 4

00 11
00 0 0]

Baris 1 dikurang baris 3 diperoleh
1 -1 0 -1
0 2 0 4

0 0 1 1
00 0 O
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Baris 2 dikali dengan 2 diperoleh

1 -1 0 -1
0 1 0
0 0 1
00 0 O

Dari baris 3 diperoleh i, =1 Ampere

Dari baris 2 diperoleh i, =2 Ampere

Dari baris 1 diperoleh persamaan i, — i, =-1
maka i, =—-14+2=1 Ampere
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BAB3
SISTEM PERSAMAAN LINIER
BANYAK VARIABEL BEBAS D

N ENGAN
MENGGUNAKAN INVERS

3.1 Menentukan Invers dengan menggunakan Matriks
Elementer
Jika A sebuah matriks bujur sangkar berukuran nxn dan
matriks B juga berukuran nxn dapat ditentukan sehingga
AB=BA=1_,
A ditulis A™.

I, adalah matriks identitas utk matriks berukuran nxn.

maka B disebutinvers dari A. Invers dari matriks

Jika A mempunyai invers maka A™. A=1_.[17]

Matriks yang mempunyai invers disebut matriks tak
singular, dan jika tidak mempunyai invers maka disebut matriks
singular. Jika suatu matriks mempunyai invers maka inversnya
adalah tunggal.

Matriks identitas [18] adalah matriks bujur sangkar dimana
koefisien diagonal utama bernilai satu dan koefisien lain adalah
nol.

Matriks identitas |, untuk 3x3 adalah

o O -
o +— O

0
0].
1
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1001
0100
Matriks identitas |, untuk 4x4 adalah :
0010
0 001
100--0
1 0--0
Matriks identitas |, untuk nxn adalah )
0 0 0--1

Salah satu metode untuk menentukan invers suatu matriks
adalah menggunakan Matriks Elementer dimana matriks bujur
sangkar yang diperoleh dari matriks identitas yang bersesuaian
yang telah dilakukan hanya oleh satu operasi baris elementer

saja.
1 0 0
MatriksElementer | g 1 (| diperoleh dari matriks identitas
0 4 1

|, dengan menjumlahkan baris ke 3 dengan -4 kali baris ke 2.
Untuk menentukan Invers matriks [19] A atau A™
tentukan terlebih dahulu matriks identitas yang bersesuaian
dengan ukuran matriks A, kemudian tuliskan matriks lengkap
dalam bentuk [A oy, ] OBE[ I :A‘1]
Selanjutnya dilakukan operasi baris elementer secara

n

bersamaan antara matriks A dengan matriks identitas |,
yang bersesuaian dengan tujuan merubah matriks A menjadi
matriks |, dan akibatnya diperoleh perubahan matriks identitas
| menjadi matriks A™. Akibatnya jika matriks A tidak dapat
berubah menjadi matriks identitas |, maka matriks A disebut

tidak mempunyai invers.
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3 1 -1
Jika matriks A= 1 0 4 |. Untuk menentukan invers A
-2 1 2
dilakukan dengan langkah berikut.
1 00
Matriks identitas yang bersesuaian adalah I, ={0 1 O0].
Tulisakan matriks lengkap [A A ] 0 0 1

3 1 -1: 100
[A:1,]~|1 0 4:01 0
21 2:00 1

Lakukan Operasi Baris Elementer
Tukarkan baris 1 dan baris 2 diperoleh
1 0 4: 010
3 1 -1:100
-2 1 2: 00 1

Baris 2 dikurang 3 kali baris 1 diperoleh
1 0 4:01 0

0 1 -13: 1 -3 0
21 2:00 1

Baris 3 ditambah 2 kali baris 1 diperoleh
10 4:01 0
01 -13: 1-3 0
01 10:0 2 1

43



Matematika Monograf Sistem Persamaan Linier dengan n Variabel

Baris 3 dikurang baris 2 diperoleh
10 4: 01 O

01 -183: 1 -3 0
00 23: -15 1

Baris 3 dikali i diperoleh
23

10 4: 0 1 0
1 -13: 1 -3 0
o0 1 1 5 1
" 23 23 23

Baris 2 ditambah 13 baris 3 diperoleh
1 0 4: 0 1 0
0 1 0: 10/23 -64/23 13/23
0 0 1: -1/23 5/23 1/23

Baris 1 dikurang 4 baris 3 diperoleh
1 0 0: 4/23 3/23 -4/23
0 1 0: 10/23 —-64/23 13/23
0 0 1: -1/23 5/23 1/23

Diperoleh matriks lengkap [IS X A‘IJ.
Posisi awal A menjadi |, dan posisi |, menjadi suatu matriks

yang merupakan invers dari A .
4/23 3/23 -4/23

Jadiinvers A=A'=|10/23 -64/23 13/23
-1/23 5/23 1/23
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4 3 4
-1 10 64 13
-1 5 1

Untuk menentukan invers matriks A yang berukuran 4 x 4
dilakukan dengan cara yang sama. Matriks Identitas yang

1 001
: 1 00
digunakan adalah .
0 010
0 001
2 -1 0 1
1 4 2 0
Jika A= .
0 2 1 -1
2 0 3 -1

Menentukan invers A sebagai berikut.
Bentuk matriks lengkap [A o, ] kemudian lakukan Operasi
Baris Elementer

2 -1 0 1 1 00O
1 4 2 0 :0 100
0 2 1 -1 0 010

2 03 -1 : 0 001
Baris 1 ditukar dengan baris ke 2 diperoleh

1 4 2 0 :0 100
2 -1 01 :1 000
0 21 -1:0010
2 03 -1 :0001
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Baris 2 dikurang 2 kali baris 1 diperoleh

14 2 0 :0 1 00
09 41 :1 -200
0 2 1 -1:0 0 10
2 03 -1 :0 001

Baris 4 dikurang 2 kali baris 1 diperoleh
1 4 2 0 :0 1 00

0 -9 4 1 1 -2 00
0 2 1 -1:0 0 10
0 8 1 -1 0 0 01

Baris 2 dikali (—%J diperoleh

142 0 0 100
01 2 1. 1 24,
9 9 9
021 -1: 0 01
0 8 1-1 :0 00 1

Baris 3 dikurang 2 kali baris ke 2 diperoleh

1 4 2 0 : 0 1 0 0]
015—1:—3300
9 9 9 9
00 = L. 2 44
9 9 9 9
' 0 8 1-1 :0 0 01
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Baris 4 ditambah kali baris ke 2 diperoleh

(142 0 : 0 1 00]
012 2.1 24y
9 9 9 9
00+ -L 2 2y
9 9 9 9
oo &2 . 8 18,
i 9 9 9 9 |

Baris 1 dikurang kali baris ke 2 diperoleh

1OE£:ﬂ 100
9 9 9 9
012 1.1 249
9 9 9 9
00 L. 2 449
9 9 9 9
OOﬂ—Ei—g E01
L 9 9 9 9 i

Baris 3 dikali 9 diperoleh
10§£:££OO
9 9 9 9
Olﬂ—l:—EEOO
9 9 9
0 01 -7 2 410
ooﬂ_ﬂ _§ E()l
L 9 9 9 9 i
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Baris 4 dikurang % kali baris 3 diperoleh

102 4.4 1 4
9 9 9 9
o1 2.1, 1 249
9 9 9 9
0O 01 -7 2 410
0 0 0 30 -10 20 —% 1
. . 4 D .
Baris 2 dikurang 3 kali baris 3 diperoleh
1022 .4 1 4 o
9 9 9 9
4
010 3 -1 2 — 0
9
001 -7 :2 -4 1 0
0 00 30 : -10 20 —% 1

Baris 1 dikurang g kali baris 3 diperoleh

100 2 :—ﬂ 1 0 O
9
010 3 :-1 2 _4 0
9
0017 :2 -4 1 0
0 0 0 30 -10 20 —% 1
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Baris 4 dikali i
30

100 2
010 3
0 01 -7
0 00 1

Sistem Persamaan Linier Banyak Variabel Bebas
dengan Menggunakan Metoda Invers

diperoleh
2o
9
4 o 4
9
2 -4 1
12 4
3 3 270

Baris 3 ditambah 7 kali baris 4 diperoleh

100 2

010 3

0010

0001

A )
12 -2

9
1 2 17
3 3 270
1 2 4
3 3 270

0

1
30_

Baris 2 dikurang 3 kali baris 4 diperoleh

100 2
0100
0010

0 001

2

270

270

49



Matematika Monograf Sistem Persamaan Linier dengan n Variabel

Baris 1 dikurang 2 kali baris 4 diperoleh

1000 : 2 L & 1

9 3 270 15

0100:0 o =~ -t

9 10

0010 ;- 2 1
3 3 270

0001 :-+ 2 4 1

i 3 270 30|

Diperoleh matriks lengkap [I4 : A’l]

60 90 82 -18
110 o0 3 -27
270/ -90 180 -17 O

90 180 41 9

Maka invers dari A= A'=

3.2 Solusi Sistem Persamaan Linier dengan Menggunakan
Invers

Tinjau Sistem Persamaan Linier n variabel bebas berikut:

81 %1 +ap Xy +agXyg +een 8 Xy =y
8.21X1 +8.22X2 +8.23X3+ ..... +a2n Xn :b2

U Ay X +8n0 Xy + 8,3 Xg +oe 80y X, =D,

Dapat dituliskan dalam bentuk AX =B, dimana
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ay &y ... &,
a21 a22 a2n
A= adalah matriks koefisien yang
berukuran nxn
_anl an2 ann_
X
XZ
X =| | matriks berukuran nx1
_X”_
b,
b,
B=| | matriks berukuran nx1
_bn_

Jika matriks A dapat dibalik maka sistem persamaan linier AX =B
tepat mempunyai satu solusi atau penyelesaian . Jika A™ adalah
invers dari matriks A maka solusi penyelesaian sistem persamaan
linier AX =B diperoleh dengan mengalikan A™ pada masing-
masing ruas persamaan, yang diperoleh dengan cara :

AX =B

(A*A)X =A"'B, karena (A'A) =1 maka

I X=A"B
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X =A'B

Jadi solusi atau penyelesaian Sistem Persamaan Linier dengan
menggunakan invers adalah X = A" B.
(Persamaan 3.1)

Pada kasus Sistem Persamaan Linier dalam 4 variabel bebas akan
ditentukan penyelesaiannya dengan menggunakan Invers.

2X + X, =X + 2%, =4
X, +2X, +X; —3X, =6
3% —2X+ X, =6 .
A% — X, + X, —2X, =2

2 1 -1 2 X 4
. 1 2 1 -3 X, 6
Dimana A= , X = dan B =
3 0 -2 1 X 6
4 -1 1 -2 X, 2
1 001
- . . _ 0100
Matriks identitas yang bersesuian , yaitu |, =
0010
0 001
21 -12 :1000
Tulisk trikslengk [A'I]121_3:0100
uliskan matrikslengka :
Jeap *IMs3o21:0010
4 -11 -2:0001
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Selanjutnya lakukan Operasi Baris Elementer dengan langkah
berikut:

Menukarkan baris 1 dan baris 2 diperoleh

12 1 -3:0 100
21 -1 2 :1 000
3 0-21:0010
4 -11 -2 :0 001
Baris 2 dikurang 2 kali baris 1, diperoleh
1 2 1 -3:0 1 0 O]
0 -3 -3 8 1 -2 00
3 0 -2 1 0 0 1 0f
14 -1 1 2 0 0 0 1
Baris 3 dikurang dengan 3 kali baris 1, diperoleh
1 2 1 -3:0 1 0 0]
0 -3 -3 8 1 -2 00
0 6 -5 10 0 -3 10
4 -1 1 -2 0 0 0 1
Baris 4 dikurang dengan 4 kali baris 1, diperoleh
1 2 1 -3 0 1 0O
0 -3 -3 8 1 -2 00
0 6 -5 10 0 -3 10
0 -9 -3 10 0 4 01
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Baris 3 dikurang dengan 2 kali baris 2, diperoleh

1 2 1 3: 0 1 00
0 338 :1 200
0O 01 6:-2 1 10
0 9 -3 10 :0 -4 01
Baris 4 dikurang dengan 3 kali baris 2, diperoleh

1 2 1 -3: 0 1 00
03 -38 :1 200
00 1 -6:-2 110
00 6 -14 : -3 2 01

Baris 4 dikurang dengan 6 kali baris 3, diperoleh

12 1 3: 0 1 0 0
0 338 :1 -2 0 O
0o 01 6: -2 1 1 0
0 0 O 2 9 -4 -61
Baris 2 ditambah dengan 3 kali baris 3, diperoleh

1 2 1 3 :0 1 0 0
0 30-10:-51 3 0
001 -6 :-21 1 0
000 22 :9 -4 —61

Baris 1 dikurang dengan baris 3, diperoleh

1 20 3 : 2 0 -1 O
O 30-10 : -5 1 3 O
o 01 6 : -2 1 1 O
0 00 22 : 9 4 6 1
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Baris 4 dikali dengan % , diperoleh

1

0
0

0

2 0 3
-3 0 -10
01 -6
00 1

Baris 3 ditambah dengan 6 kali baris 4, diperoleh

0

2 0 3
-3 0 0
01 O
00 1

2 0 3
-3 0 O
01 O
00 1

2 0 -1 0
5 1 3 0
5 1 18 2
o1 1o
9 4 6 1
2 2 2 22
2 0 -1 0
10 9 63 5
1111 111
5 1 18 2
1 1 o111
9 2 3 1
2 2 2 2]

Baris 2 ditambah dengan 10 kali baris 4, diperoleh
"l -
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Baris ke 1 dikurang dengan 3 kali baris 4 , diperoleh

1 20 0 : ¥ & A 3
22 11 11 22
030 0 -0 _9 B 5
11 11 11 11
0 01 5 1 18 2
11 11 11 11
0 00 1 S 2 3 1
I 22 22 11 22 |

Baris ke 2 dikali dengan (_%) , diperoleh

1 20 v 6 20 _3
22 11 11 22
0 10 0 -2 3 2L >
33 11 11 33
0 01 0 > 1 182
11 11 11 11
000 1: > -2 3 1
22 2 11 22

Baris ke 1 dikurang dengan 2 kali baris ke 2, diperoleh

1 00 o : 2oy o 1T
726 726
0 10 0 X 3 2 5
33 11 11 33
0 01 0 > 1 182
11 11 11 11
000 1: > -2 3 1
i 22 11 11 22 |
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Invers dari A adalah
2y, I
726 726

10 3 21 5
33 11 11 33

At =
s 1 18 2
1 11 11 1
9 2 3 1

22 11 11 22|

121 0 1452  —77
1| 220 198 -1.386 -110
~726| 330 -66 1.188 132

297 -132 198 33

Solusi Sistem Persamaan Linier adalah X A B, sehingga

diperoleh

121 0 1.452 =77
1| 220 198 -1.386 -110

726| 330 -66 1.188 132

297 -132 198 33

(121x4)+0+(1.452x6) — (77 2)

1 |(220%x4)+(198%6)—(1.386x6)—(110x 2)
X =726| (330x4)— (66 6) + (1.188x6) + (132 2)
(297x4)—(132x6)+(198x6)+(33x2)

N O O b~
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Maka penyelesaian Sistem Persamaan Linier adalah

X 9.042
(| %e|_ 1 |-8844
“Ix, | 726| 8316
% 1.680
[ 9.042
726
8844
w_| 726
8.316
726
1.680
| 726 |

3.3 Penerapan Masalah Encoding dan Decoding

Teori Penerimaan Pesan ( Audience Reception
Theory atau Reception Theory) adalah teori yang
menekankan pada peran pembaca atau khalayak dalam
menerima pesan. Dalam teori yang dikemukakan oleh
Stuart Hall, proses komunikasi (encoding dan decoding)
berlangsung lebih kompleks. Encoding [20] merupakan
proses membuat pesan yang sesuai dengan kode tertentu,
sedangkan decoding merupakan proses menggunakan
kode untuk memaknai pesan . Encoding dan Decoding
mempunyai struktur makna yang tidak selalu simetris.
Derajat simetri (simetris atau tidak simetrisnya pertukaran
komunikasi) bergantung pada kesetaraan hubungan yang
dibentuk antara pemberi pesan dan penerima pesan (pembuat
kode dan penerima kode). Encoding biasa digunakan untuk
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merahasiakan pesan sehingga hanya penerima saja yang
mengetahui. Decoding adalah proses menerjemahkan pesan
yang telah di encoding sehingga dapat diterima pesan yang
sesungguhnya.

Dalam kasus berikut, diberikan kode rahasia dalam bentuk
huruf berikut:
a b d d e f g h [

01 02 03 |04 05 06 07 |08 09

j k I m n o] o] q r
10 11 12 13 14 15 16 (17 18

s t u v w X y z spasi
19 120 21 22 23 24 25 |26 27

Contoh pesan rahasia yang akan disampaikan oleh seorang
komandan kepada anggota pasukannya adalah “bawa ke
buritan”. Pesan tersebut akan disampaikan tanpa encoding oleh
huruf-huruf di atas sebagai berikut:

02 0123012711052702211809 200114
Untuk menjaga kerahasiaan pesan tersebut komandan

menggunakan sistem encoding dan decoding , dengan langkah
sebagai berikut:

Jika matriks encoding A =

w kN
N P
S N

59



Matematika Monograf Sistem Persamaan Linier dengan n Variabel

maka pesan yang terkirim akan menjadi seperti berikut:

1 271 [28]
=72

i ]23] [31]
i 1] 171 [40]
27 |=| 61

i Jl11] |68]
i 11571 [39]
1 1 3|/27|=|38
i 2] |1
i 1121 69
1 1 31|/18|=]| 66
i 1] 9 108
i 11720 55
1 1 3| 1|=|63
i 1][14 76

Hasil encodingnya adalah :

2872314061683928716966 109 5563 76
Selanjutnya ditentukan invers matriks encodingnya, karena
matriks A berukuran 3x3 maka matriks identitas yang digunakan
adalah

o
I
o O K
o O

0
0].
1

60



Sistem Persamaan Linier Banyak Variabel Bebas
dengan Menggunakan Metoda Invers

Tulis matriks lengkap [A s ]

2 1 1: 100
113:010
3 21: 001

Selanjutnya lakukan Operasi Baris Elementer sehingga hasil akhir
berbentuk [I3 :A’l]

Baris 1 ditukar dengan baris 2, diperoleh:
1 13:010

2 1 1: 100
3 21: 001

Baris 2 dikurang 2 kali baris 1 diperoleh

11 3:01 0
0 -1 5: 1-20
3 2 1:00 1

Baris 3 dikurang 3 kali baris 1 diperoleh

1 1 3:01 0]
0 -1 -5:1-20
0 -1 -8: 0 -3 1]

Baris 3 dikurang baris 2 diperoleh
1 1 3: 01 O

0 -1 5: 1 -2020
0 0 3:-1-11
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Baris 1 ditambah baris 2 diperoleh
1 0 -2: 1 -10

0 -1 5: 1 -220
0 0 3:-1-11

Untuk menghindarkan perhitungan dengan menggunakan
pecahan, kolom ke 3 dikalikan dengan Kelipatan Persekutuan
Terbesar ( KPK) , yaitu baris 1 dikali dengan 15, baris 2 dikali (-6),

dan baris 3 dikali 10 diperoleh
15 0 -30: 15 -15 O

0 6 30: 6 12 O
0 0 -30: -10 -10 10

Baris 2 ditambah baris 3 diperoleh
15 0 -30: 15 -15 O

0 6 0 : -16 2 10
|0 0 -30: -10 -10 10

Baris 1 dikurang baris 3 diperoleh
15 0 0 : 25 -5 -10

0 6 0: -16 2 10
0 0 -30: -10 -10 10

Baris 1 dikali 1/15 diperoleh
10 0 :5/3-1/3 -2/3

06 0: -16 2 10
0 0 -30: -10 -10 10

62



Sistem Persamaan Linier Banyak Variabel Bebas
dengan Menggunakan Metoda Invers

Baris 1 dikali 1/6 diperoleh
10 0 : 5/3 -1/3 -2/3

01 0: -8/3 1/3 5/3
0 0 -30: -10 -10 10

Baris 3 dikali (-1/30) diperoleh
1 0 0: 5/3 -1/3 -2/3

0 1L 0: -8/3 1/3 5/3
0 0 1: 1/3 1/3 -1/3

Langkah ini menghasilkan bentuk [I3 X A’l}.
Maka Invers matriks encoding adalah

5 1 2]
3 3 3
Al = _§ 1 §
3 3 3
1 1 1
(3 3 3
5 -1 -2
A'=1/3-8 1 5
1 1 1

Pihak penerima pesan untuk membaca pesan harus mengubah
pesan yang diterima dengan proses decoding dengan cara
mengalikan pesan yang sudah diencoding dengan invers matriks
encodingnya, yang diperoleh sebagai berikut:

5 -1 -2|/28 2
1/3]-8 1 5 ||72|=1

1 1 -1|31 23
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5 -1 -2][40] 1
1/3]-8 1 5 || 61|=|27

1/3]-8 1 5 |38|=|27

1/3]-8 1 5 66 |=|18

1/3]-8 1 5 |63|=|1

Maka pesan aslinya dapat diketahui si penerima dan pengirim
pesan.
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BAB 4

SISTEM PERSAMAAN LINIER
BANYAK VARIABEL BEBAS DENGAN
MENGGUNAKAN METODA CRAMER

4.1. Determinan dengan Ekspansi Kofaktor

Determinan suatu matriks bujur sangkar [21] A=det. A,
ditulis |A| . Salah satu cara untuk menghitung determinan adalah
menggunakan Ekspansi Kofaktor terhadap satu baris atau satu

kolom.
&, &, a3
Misalkan A=|a, a, ay
a'31 a32 a33

Untuk menentukan determinan A jika digunakan ekspansi
kofaktor terhadap baris 1 maka [17]

det. A = |A| =2,Cy; +a,Cp, +8,C;,

dimana C;,,C,,C,; adalah kofaktor yang bersesuaian dengan
elemen-elemen.

1+1

C11 :(_1) M11 = Mll'

M,; adalah Minor yg diperoleh dengan mencoret baris ke 1 dan

a22

kolom 1. M, =
a3, a'33

22 a33 23 a32 )
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1+2
Cp :(_1) My, =-My,
M,, adalah Minor yg diperoleh dengan mencoret baris ke 1 dan

Ay Ay

a3 Ay
1+3

C13 = (_1) M13 = M13r

kolom 2. M,, = = 8,85, — 8,

M., adalah Minor yg diperoleh dengan mencoret baris ke 1 dan

k I 3 M _ aZl a22 _
olom s. My; = =585 —a,a8;.
a; ay
&, &, .. a,|
a, ad,, ... a4,
Jika A, = S :[aij] maka
_anl a, ... a4,

det. A terhadap ekspansi kofaktor sepanjang baris ke i adalah :
|A| =9,C; +9,C, +...+,C,, (Persamaan 4.1)

det. A terhadap ekspansi kofaktor sepanjang baris ke j adalah :
|A| = aljclj + aZJ-C2j +...+ ananj (Persamaan 4.2)

Jika A, :[aij], maka Minor dari @; dilambangkan dengan
M, adalah determinan dari submatriks Ayang diperoleh dengan

mencoret elemen-elemen pada baris i dan kolom ke j [18][22].

Kofaktor dari a; ditulis C; = (—1)i+j M,
(Persamaan 4.3)
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Sistem Persamaan Linier Banyak Variabel Bebas
dengan Menggunakan Metoda Cramer

2 -1 3
Pada kasus jika A=3 0 1].
1 2 5

Determinan A ditentukan dengan menggunakan
ekspansi terhadap baris ke 2. Maka det. A =
|A| =8, Cy +8,Cp +28,Cy

. -1 3
(:21=(—1)“|\/|21=—‘2 5=—(—5—6)=11.

. 2 3
022:(—1)“M22:‘1 5‘:(10—3):7.

+ 2 -
czs=(—1)”|\/|23=—‘1 ,|=-(4+1)=-5.
Maka det. A = |A|=3.(11)+0.(7)+1.(-5)=33-5=28

2 3 0 4

} 2 30
Kasus jika A= .
4 2 12

31 21

Determinan A jika dilakukan ekspansi sepanjang kolom ke 3,
maka
|A| = a13C13 + a23C23 + a33(:33 + a43(:43

1 -2 0
M,=14 2 2/=[(2-12+0)-(0+2-8)]=-4
3 1

Cis = (_1)4 My =4
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2 3 4
Mgy=1 2 0/=[(8+0+8)-(32+0+6)]=-22
4 2 2
Cp =(-1)' M, = —(-22) =22

[Al=(0).(-4) +(3)-(6) +(1)-(11) +(2)-(22) = 73

4.2. Determinan dengan Menggunakan Sifat-sifat Determinan
Untuk menentukan determinan matriks yang berukuran

lebih dari 3x3 akan lebih mudah diselesaikan dengan menggu-

nakan sifat-sifat determinan. Sifat-sifat determinan sebagai beri-

kut:

1. det.(AB)= det.(A) det.(B).

2. det.(A) = det.(A).
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Sistem Persamaan Linier Banyak Variabel Bebas
dengan Menggunakan Metoda Cramer

QD

a11 a12 a13 ail 21 aﬁl
Jika |A| =8y Ay Ayp(=|d, 8y ap
A3 85 Ay Q3 8y Ay

8; 8, ... &,
O a22 a‘2n
Jika matriks segitiga atas A= S , maka
1 00 ...0a, |

nilai determinan adalah perkalian elemen-elemen diagonal
utamanya.

Jadi det.(A) = (ay)-(8y)-(a5)..-(ay,)-

Jika A, , maka det.(kA) =k" det.(A).

8; 8, &;
Jika A=la, a,, ay
8 8y Ay

2, 2a, 2a; Ay 3y, A
maka det (2A)=(2a,, 2a, 2a,|=2°|a, a, ay,

2a31 2a32 2a33 aSl a32 a33

det.(Afl) = , untuk det.(A) #0.

1
det(A)
Jika matriks A memuat baris atau kolom nol, maka nilai det.

(A)=0.
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a, &, a;
Ay 3y, Aypl= 0
0 0 0

7. Jika menukarkan letak 2 baris atau kolom dari matriks A maka
nilai det.(A) menjadi negative dari determinan semula.

a, &, a; ay 8y ay
Ay 8yp Gy = T8y 4y A
85 8y Ay 8y 8y Ay

8. lJikadilakukan penjumlahan baris dengan kelipatan baris yang
lain pada matriks A maka nilai determinan tidak berubah (

tetap).
8, @, 8 8y, 8y, 83
8y 8y Ayl = |8y — 3a11 8y — 3312 Ay — 3313
8 8 A5 8 83, A3

9. Jika matriks A memuat dua baris atau kolom yang sama atau
berkelipatan maka nilai det.(A) =0.
8; &, a5
ay a5 a, [=0
2a, 2a,, 2a,

Karena baris ke 2 dan ke 3 berkelipatan maka nilai determi-
nan =0.

Untuk kasus matriks yang berukuran 3x3, akan ditentukan
determinannya dengan menggunakan sifat determinan.
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1 -2
1 3 4
-9 12

Sistem Persamaan Linier Banyak Variabel Bebas
dengan Menggunakan Metoda Cramer

1 3 4
=—-3 1 -2
6 9 12

(sifat 7: menukarkan baris 1 dan ke dua)

1 3
=33 1
2 -3

1 3
=33 1
2 -3

1 3
--300 -8
0 -9

1
—-3.(-4)0
0

1
:12.(1jo

9

4

—2| ( sifat ke 4 : 3 kali baris ke 3)

4

4 1 3 4

-2|=-3|0 -8 -14 (sifatke 8: b, —3b))
4 2 -3 4

—14| (sifat ke 8: b, —2b,)
4

3 4
2 7| (sifatke4: (—4) baris ke 2)
-9 4

3 4

18 56| (sifat ke 4 : baris ke 2 dikali 9 maka det.
-9 —4| menjadi 1/9 determinan semula)

0 18 56| maka det menjadi ( —=)

1 3 4| (sifat ke 4 : baris ke 3 djkali (-2)
-2(5)(-3)

0 18 8| determinansemula)
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. 1 3 4
=(—j.(—6) 0 18 56| (sifatke8: b, —b,)
0 0 -48

= L— 2 ] (1)(18)(—48) (sifat ke 3 : perkalian elemen diagonal utama)
=357

Untuk kasus matriks berukuran 5x5, dimana

2 3 0
-3 4 3 1
Al=[4 2 -6 8 10 .
10 2 43
2 3 -2 3 4

Nilai determinan matriks A ditentukan dengan menggunakan
sifat- sifat determinan dengan langkah sebagai berikut:

2 3 1 0 1 0 2 4

-3 4 2 3 1 -3 4 2 31
4 2 -6 8 100=-|4 2 6 8 10
1 0 2 4 3 2 3 1 0 5
2 3 -2 3 4 2 3 -2 3 4

(sifat ke 7 : menukarkan baris 1 dan baris 4)
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Sistem Persamaan Linier Banyak Variabel Bebas
dengan Menggunakan Metoda Cramer

1 0 2 4 3

-3 4 2 31
=22 1 -3 45
2 3 1 05

2 3 -2 3 4

(sifat ke 4 : baris ke 3 dikali dengan 2, maka determinan
menjadi 2 kali determinan semula)

10 2 4 3
0 4 8 15 10
=22 1 -3 4 5
2 3 1 0 5
2 3 -2 3 4

(sifat ke 8 : baris 2 ditambah 3 kali baris 1)

10 2 4 3
0 4 8 15 10
=20 1 5 4 -1
2 3 1 0 5
2 3 2 3 4

(sifat ke 8 : baris 3 dikurang 2 kali baris 1)

1 0 2 4 3
0 4 8 15 10
=-2|0 1 5 4 -1
0 3 3 -8 -1
2 3 2 3 4
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(sifat ke 8 : baris 4 dikurang 2 kali baris1)

1 0 2 4 3

0 4 8 15 10
=-2|0 1 5 4 -1
0 3 3 -8 -1
0 3 4 5 2

1 2 4 3
0O 1 -5 4 -1
= 2|0 8 15 10
0 3 -3 -8 -1
0 3 4 -5 -2

(sifat ke 7 : menukarkan baris 2 dan 3)

(sifat ke 8 : baris 3 dikurang 4 kali baris2)

2 4 3
-5 4 -1
28 31 14
12 16 6
-4 -5 2
: baris 4 dikurang 3 kali baris2)
2 4 3
-5 -4 -1
28 31 14
12 16 6
11 7 1

o O -

+ © o

(sifa

x
(]
O OO FP O g WO O kFr O

Il
N
O O O O B+

74



Sistem Persamaan Linier Banyak Variabel Bebas
dengan Menggunakan Metoda Cramer

(sifat ke 8 : baris 5 dikurang 3 kali baris2)

10 2 4 3
01 5 -4 -1
=2.(2){0 0 28 31 14
00 6 8 3
001 7 1

(sifat ke 4 : baris 4 dikali 2 maka nilai determinan menjadi 2 kali

determinan sebelumnya )

10 2 4 3
01 5 4 -1

00 1 31 1
0 0 6 8 3
0 0 11 7 1

1

(sifat ke 4 : baris 3 dikali _8 maka determinan menjadi 28 kali
determinan sebelumnya)

1 0 2 4 3

01 5 4 -1

00 1 31 1
=4.(28) 28 2

0 0 O %

0 0 11 7 1

(sifat ke 8 : baris 4 dikurang 6 kali baris 3)
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=4.(28)

1 0 2
01

)

4
4
31
28
38

28
53
28

(sifat ke 8 : baris 5 dikurang 11 kali

baris 3)

:4.(28).(%j ’

(sifat ke 4 : baris 4 dikali % maka determinan menjadi 3—2

determinan sebelumnya).
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Sistem Persamaan Linier Banyak Variabel Bebas
dengan Menggunakan Metoda Cramer

1 2 4 3
1 -5 -4 -1
00 1 31 1

=4.(38) 28 2
0090 L+ O

9
000 0 -2
2

(sifat ke 8 : baris ke 5 dikurang % kali baris ke 4).
=4.(38).(1).(1).(1).(1).( —— ) = —684.
a
e
Pada kasus jika diketahui determinan |
|

5 = —h O
O X @ o

m
Akan ditentukan determinan dari
—3i -3j -3k =3l
2a+e 2b+f 2c+g 2d+h

4a 4h 4c 4d
m n 0 p

dengan menggunakan sifat-sifat determinan .
Langkahnya sebagai berikut:
i

K
8=— g
C
0

T Q 5T -

J
e f
a b
m n

Il
|
e}
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=3 -3j -3k -3l
B 1)e f g h
- 3)Ja b ¢ d
m n o p
=3i -3j -3k -3l

1 e f g h
=(§je+2a f+2b g+2c h+2d
m n 0 P
=3 -3] -3k -3l
_8__(1j2a+e 2b+f 2c+g 2d+h
3 a b C d

g 1\Y(1\2a+e 2b+f 2c+g 2d+h
- ' 4a  4b 4 4d

12 )| 4a 4b 4c  4d
m n 0 p

8- (1j2a+e 2b+f 2c+g2d+h
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Sistem Persamaan Linier Banyak Variabel Bebas
dengan Menggunakan Metoda Cramer

=3i -3]j -3k -3l
2a+e 2b+f 2c+g 2d+h
Maka
4a 4b 4c 4d
m n 0 p
=(-12).(-8) =96

4.3. Solusi Sistem Persamaan Linier dengan Metoda Cramer
Jika A= [aij} adalah matriks bujur sangkar berukuran
nxn dan C; kofaktor dari ;. Maka matriks

c, C, ... C,
C, C, ... C,
B= S adalah matriks kofaktor dari
_Cnl c, ... C, |

A .Transpose dari matriks kofaktor A adalah

C, C, ... C,|
Cc, C, ... C,
C, Cp ... Co)

disebut adjoint dari A , ditulis adj(A).
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1 2 3
Jika matriks A=|3 -2 4
5 5 3

Menentukan matriks kofaktornya sebagai berikut.

-2 4

Cy =(-1)" My, =‘ o 4 =(6-20)=-26
3 4
Cp, =(-1)* M,, =—‘5 5 =—(9-20)=11
4 3 -2
Cpy =(-2) MB:‘S 5‘:(15+10):25
2 3
C, = (1)’ M,, —‘5 3‘=—(6—15)=9
13
Cp = (_1)4 M, = ‘5 3‘ =(3-15)=-12
12
Cpy =(-1)" My, —‘5 5‘:—(5—10):5
2 3
Cy = (1) My, ‘_2 4‘=(8+6)=14
1 3
Cy, =(-1)" My, —‘3 4‘:—(4—9):5
1 2
Co = (1) My, = 5 _2‘ =—(5-10)=5
_Cll C12 Cl3
Kofaktor dari A=|C,, C,, C,
_C31 C32 C33
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Sistem Persamaan Linier Banyak Variabel Bebas
dengan Menggunakan Metoda Cramer

-26 11 25
=9 -12 5
14 5 5
Cll C21 C3l
Adjoint A=|C, C,, C,
C13 C23 C33
-26 9 14
=11 -12 5
25 5 5

Adjoint A dapat digunakan untuk menentukan Invers dari

matriks A yaitu:

A—l

= det(A) .adj(A) (Persamaan 4.4)

21 -1 2

1 2 1 -3
Pada kasus A=

2 0 -2 1

3 -1 1 -2

Untuk menentukan A" dengan menggunakan adj(A)
dilakukan dengan cara berikut.

81



Matematika Monograf Sistem Persamaan Linier dengan n Variabel

2 1 -3
Cu=(-1'M,= [0 -2 1,
11 -2
2 1] |1 -3
:2 —_
1 -2 -2 1

:2(4—1)—(1—6):6+5:11

1 1 -3
Co=(-’M,= -2 -2 1
3 1 -2

TR
=—{(4-1)—(-4-3)-3(2+6)

= —(3+7-24)=14

2 1 2

Co=(-1)'M,=[1 2 -3

3 -1 -2

e s
- +2

-1 2| B -2 |3 -1

2(-4-3)—(-2+9)+2(-1-6)

2

= 2(—7)—(7)+2(—7) =-14-7-14=-35
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Sistem Persamaan Linier Banyak Variabel Bebas
dengan Menggunakan Metoda Cramer

1 2 1
Ch=(-)'M,= -2 0 -2
3 -1 1

——(-6+14)=-8
1 -1 2

Cp=(-1'M, = -0 -2 1
-1 1 -2

=—(3+3)=-6
2 -1 2
Cp=(-1)'M,= 2 2 1
3 1 -2
2 1] 2 1] 2 -2
=2 + +2
1 -2 3 -2 |31

2(4-1)+(-4-3)+2(2+6)
=2(3)+(-7)+2(8)=6-7+16=15
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2 1 2
Cp=(-1My= -2 0 1
3 -1 -2

(el SR

=—(0+5)=-5
2 1 -1
Co=(-1'M,,= 2 0 -2
3 -1 1
-2 1| 12 1 2 -2
=2 + +2
1 -2 |3 -2 3 1

2(4-1)+(-4-3)+2(2+6)

=2(3)+(-7)+2(8)=6-7+16=15

1 -1 2
Cu=(-1)'My= |2 1 -3
-1 1 -2
1 -3 [2 -3 _|2
= + +2
1 -2 -1 -2 |1

=(-2+3)+(-4-3)+2(2+1)
=(1-7+6)=0
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Sistem Persamaan Linier Banyak Variabel Bebas
dengan Menggunakan Metoda Cramer

2 -1 2
(-1’M, = -1 1 -3
3 -1 -2

1 -3 1 -3 1 -3
e 3% 3
-1 -2 3 -2 3 -2

~{(-2)(-2+2)-(-2-3)}

—(0+5)=-5
2 1 2
(-1)'My= 1 2 -3
3 -1 -2

2 - +2
-1 -2 |3 -2 3 -
2(—4—3)—(—2+9)+2(—1—6)

—(-14-7-14)=-35

2 1 -
Cou=(-1)'My= |1 2

3 -1 1

2 H Hs -1\
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=(6+2+7)=15
1 -1 2
Co=(-)M,= -2 1 -3
0 -2 1

=—(-5-6)=11
2 -1 2
Co=(-1)M,= 1|1 1 -3
2 2 1
1 3 1 -3 11
=2 + +2
2 1] ]2 1| "2 =2
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Sistem Persamaan Linier Banyak Variabel Bebas
dengan Menggunakan Metoda Cramer

Adjoint A=

SO BO

O BO

O %O @)
t(')

N
w

-8 15 15 O

|A| = a31(:31 + aszcsz + a33C33 + a34C34
= (2)(0)+0—2(-35)+ (15) =85

A" .adj(A)

" det(A)
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11 6 0 11
1 14 15 -5 -11
85 -35 -5 -3 9
-8 15 15 0
Penyelesaikan Sistem Persamaan Linier dalam n variable

bebas dapat menggunakan determinan .
Dari persamaan (3.1) X = A'B

X b,

X, b,

dan dari persamaan (4.4)

1 .
At = dj(A
T RAR
i Cll C21 Cnl ]
C12 C22 Cr‘|2
_ 1
det(A)
_Cln C2n Cnn i
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Sistem Persamaan Linier Banyak Variabel Bebas
dengan Menggunakan Metoda Cramer

Maka
_Cll C21 Cnl_ _bl_
ClZ C:22 Cn2 bZ
1
X =
det(A)
_Cln C2n Cnn _bn_
X b ]
X2 b2
Jika X = , maka X; :det(A) [Clj G, - an]
_Xn_ _bn_
1
= det(A) [Cljb1 +Cyb, +...+anbn]

maka sistem tersebut mempunyai penyelesaian tunggal. Sehingga
diperoleh penyelesaiannya adalah:

AL AL A Al
A A A A

|A|£0.

X

dengan

Matriks Aj adalah matriks yang diperoleh dengan mengganti
elemen kolom ke j dari A dengan elemen pada matriks B.
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ay &, ... &,

a21 a22 a'2n
Jika |A|:

a, a, ... a,

a; d, -..b...

aZl a22 b2 aZn
maka

A=
a, a, ..b,... a,

Aturan penyelesaian Sistem Persamaan Linier ini disebut Aturan
Cramer atau Metoda Cramer.
Secara umum penyelesaian Sistem Persamaan Linier dengan

A.
Aturan Cramer ditulis X; :u ,J=12...,n dimana |A| #0
(Persamaan 4.5) |A|

—2X+3y—-z2=4
Pada kasus Sistem Persamaan Linier § 3X+2y +3z =1
2X—-y+3z=2

Menetukan solusi SPL dengan menggunakan Metoda Cramer
dilakukan sebagai berikut.
Tulis dalam bentuk persamaan AX =B , dimana
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Sistem Persamaan Linier Banyak Variabel Bebas
dengan Menggunakan Metoda Cramer

-2 3 -1 X

Dimana A=| 3 2 3|, X=|Yy]|,
2 -1 3 Z
2 3 _

Maka |A|: 3 2 3| dengan menggunakan ekspansi
kofaktor 2

2 3
= (-2
o, 1 Hz ¥

=(~2)(6+3)-3(9-6)~(-3-4)

(-2)(9)-3(3)-(-7)

Al =-18-9+7=-20

Determinan A diperoleh dari determinan A dengan mengganti

kolom ke 1 dengan B

4 3 -
Maka [A|=]1 2 3
2 -1 3
2 3 131 2
o 3% 3
=(4)(6+3)-3(3-6)—(-1-4)
=(4)(9)-3(-3)~(-5)

|A| =36+9+5=50
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Determinan A, diperoleh dari determinan A dengan mengganti

kolom ke 2 dengan B
2 4 -

Maka |A2|= 3 1 3
2 2 3
=(_2)‘1 3‘_4‘3 3H3 1‘
2 3 12 3 |2 2
=(-2)(3-6)-4(9-6)-(6-2)

=(-2)(-3)-4(3)-(4)

|A,| =6-12-4=-10

Determinan diperoleh dari determinan A dengan mengganti
kolom ke 3 dengan B

-2 3
Maka |A3|: 3 2 1
2 -1 2
2 1 31

4

3 2
:(_2)‘—1 2‘_3‘2 2" "2 —JJ
_(-2)(4+1)-3(6-2)+ 4(-3-4)
=(-2)(5)-3(4)+4(-7)

|A| =-10-12-28=-50

Sehingga diperoleh :
|A1| 50 5

T 20 2
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Sistem Persamaan Linier Banyak Variabel Bebas
dengan Menggunakan Metoda Cramer

Al -10 1
y e - =
A -20 2
L _IAl_50_5
A -20 2

Jadi solusi Sistem Persamaan Linier tersebut adalah

3
X 12 . -5
X: = — = — 1
y 2 2
z 5
S 2X, + X, —X, +2X, =4
L 2 ] X, +2X, + X, —3X, =6

Pada kasus Sistem Persamaan Linier < 3X, —2X,+ X, =6
A% — X, +X; —2X, =2

Menentukan solusi SPL dengan menggunakan Metoda Cramer

dilakukan sebagai berikut.
Tulis dalam bentuk persamaan AX =B , dimana

2 1 -1 2 X, 4
1 2 1 -3 X, 6
A= , X =|%|B=
30 -2 1 X, 6
4 -1 1 -2 X, 2

maka determinan
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2 1 -1 2 12 1 3
12 1 -3 _ 21 -1 2

|A| = s 11 3 0 -2 (menukar baris 1 dan 2)
-1 1 -2 4 -1 1 -2
1 2 1 3
0 3 -3 8 _ . .
=— (baris 2 dikurang 2 kali baris 1)
3 0 -2 1
4 -1 1 2
1 2 1 -3
0 3 -3 8 _ . S
=— (baris 3 dikurang 3 kali baris 1)
0 6 -5 10
4 -1 1 -2
1 2 1 -3
0 -3 -3 8
=— (baris 4 dikurang 4 kali baris 1)
0 6 -5 10
0 -9 -3 10
1 2 1 3
0 3 -3 8
=— (baris 3 dikurang 2 kali baris 2)
0 0 1 -6
0 -9 -3 10
1 2 1 3
0 -3 -3 8 ) . S
=— 0 0 (baris 4 dikurang 3 kali baris 2)
0 6 -14
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Sistem Persamaan Linier Banyak Variabel Bebas
dengan Menggunakan Metoda Cramer

1 2 1 -3
-3 -3 8
=— (baris 4 dikurang 6 kali baris 3)
0 0 1 -6
0 O -14
1 2 1 -3
-3 -3 8
=— (baris 4 dikurang 6 kali baris 3)
0 0 1 -6
0 0 0 22

A= ~(1)(-3).(1) (22) = 66

Determinan diperoleh dari determinan A dengan mengganti
kolom ke 1 dengan B

4 1 -1 2 1 6 1 -3
6 2 1 -3 2 4 -1 2 _
|A1| = =— (menukar baris 1 dan 4)
6 0 -2 1 3 6 -2
2 -1 1 -2 4 2 1 2
2 -1 1 =2
05 2 3 .
=— ( baris ke 2 dikurang 3 kali baris 1)
6 0 -2
4 1 -1
2 -1 1 =2
05 -2 3 .
=- 0 5 ( baris ke 3 dikurang 3 kali baris 1)
4 1 -1
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2 -1 1 -2
0 5 -2 3 _ . S
=— ( baris ke 4 dikurang 2 kali baris 1)
0 3 5 7
0 3 -3
2 -1 1 -2
0 5 -2 3 . . ,
=— ( baris ke 4 dikurang baris 3)
0 3 5 7
0 0 2 -
2 -1 1 -2
110 15 -6 9 _ .
=—= ( baris 2 kali dengan 3)
3]0 3 5 7
0 O 2 -
2 -1 1 =2
1)(1)/0 15 -6 9 . :
=|-=1]|= ( baris 3 kali dengan 5)
3)\5)|0 15 -25 35
0 0 2 -1
2 -1 1 =2
1)Y(1)/0 15 -6 9 ) . .
=-=1||= ( baris 3 dikurang baris ke 2)
3)5J)Jj0O 0 -19 26
0 O 2 -1

1 10 15 -6 9 ) -
=-—— || = ( baris 3 dikali dengan 2)
15)\2)|0 0 -38 52

0 O 2 -1
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Sistem Persamaan Linier Banyak Variabel Bebas
dengan Menggunakan Metoda Cramer

2 -1 1 -2
1 10 15 6 9 . ,
== || = ( menukar baris 3 dan baris 4)
15)\2)0 0 2 -
0 0 -38 52
2 -1 1 -2
1 1}/0 15 6 9 . L
== ||= ( baris 4 ditambah 19 kali baris 3)
15)\2){]0 0 2 -1

0 O 0 33

A= (%M%j.(2).(15).(2).(33) = 66

Determinan A, diperoleh dari determinan A dengan mengganti
kolom ke 2 dengan B

2 4 -1 2 1 6 1 -3
16 1 -3 |2 4 -1 2 .
|A2| = =— (menukar baris 1 dan 2)
3 6 -2 1 3 6 -2
4 2 1 -2 4 2 1 =2
1 6 1 -3
0 8 -3 8 _ . .
=— (baris 2 dikurang 2 kali baris 1)
3 6 -2 1
4 2 1 -2
1 6 1 -3
0 8 -3 _ . e
=— (baris 3 dikurang 3 kali baris 1)
0 -12 -5 10
4 2 1 -2
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98

{
{

1

6

1

4

o O O B+

o

i

1
11

)

1
0
0
0

)

-3
8
10 (baris 4 dikurang 4 kali baris 1)
10
1 -3
-18 48 ) o
(baris 2 dikali dengan 6)
-5 10
-3 10
6 1 -3
—-48 -18 48 ) o
(baris 3 dikali dengan 4)
-48 -20 40
-22 -3 10
6 1 -3
—-48 -18 48 ) _ _
(baris 3 dikurang baris 2 )
0 -2 -8
-22 -3 10
1 6 1 -3
0 -8 -3 8 _ o
(baris 2 dikali 1/6)
0 0 -2 -8
0 -22-3 10
6 1 -3
-88 -33 88 _ o
(baris 2 dikali 11)
0 -2 -8
-22 -3 10



Sistem Persamaan Linier Banyak Variabel Bebas
dengan Menggunakan Metoda Cramer

1 6 1 -3
0 -88 -33 88
=— 1 . L . 1 (baris 4 dikali 4 )
4)\11){4)0 0 -2 -8
0 -88 -12 40
1 6 1 -3
1Y(1)(1)0 -88 -33 88 . . _
=—| = | == (baris 4 dikurang baris 2)
4)\11)\4)l0 0 -2 -8
0 0 21 -48

1 6 1 -3

0 -88 -33 88

__(1 . L . L (-2) (baris 3 dikali -1/2)
4)\11)\ 4 0 O 1 4
0 0 21 -48

1 6 1 -3

—(3].(ij.(1j.(—2).(3)0 98 733 85 aris 4 dikal
\4)\11)\a 0 0 1 4

1/3
0 O 7 -16

1 6 1 -3

1 1 1 0 -88 -33 88 ) ) .
=== 11=|0) (baris 4 dikurang 7 kali
4)\11)\ 2 0 0 1 4

are3) 0 0 0 —44

AL =[5V )5 ) 0-89) @) (-ae) =132
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Determinan diperoleh dari determinan A dengan mengganti
kolom ke 3 dengan B

2 1 4 2 1 2 6 -3
1 2 6 -3 2 1 4 .
|A3| = =— ( menukar baris 1 dan 2)
3 0 6 1 3 0 6
4 -1 2 -2 4 -1 2 -2
1 2 6 -3
0 3 -8 8 _ . L
=— ( baris 2 dikurang 2 kali baris 1)
3 0 6 1
4 -1 2 2
1 2 6 -3
0O 3 -8 8
=— ( baris 3 dikurang 3 kali baris 1)
0 -6 -12 10
4 -1 2 -2
1 2 6 3
0 3 -8 8
=— ( baris 4 dikurang 4 kali baris 1)
0 6 -12 10
0 -9 -22 10
1 2 6 -3
0 3 -8 8 . . e
=— ( baris 3 dikurang 2 kali baris 2')
0 0 4 -6
0 -9 -22 10
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Sistem Persamaan Linier Banyak Variabel Bebas
dengan Menggunakan Metoda Cramer

1 2 6 -3
0 3 -8 8
=— ( baris 4 dikurang 3 kali baris 2')
0 0 4 -6
0 O 2 -14
1 2 6 3
0 -3 -8
=— ( baris 3 dikali dengan "2 )
0 0 2 3
0 O 2 14
1 2 6 -3
0 -3 -8 o ,
=-2 ( baris 4 dikurang baris 3)
0O 0 2 -3
0 0 0 1

A =(2). (1).(-3).(2).(-12) = 132

Determinan A, diperoleh dari determinan A dengan mengganti
kolom ke 4 dengan B

2 1 -1 4 1 2 1 6
1 2 1 6 2 1 -1 4 )
|A4| = 30 2 & = — 3 0 - (menukar baris 1 dan 2)
4 -1 1 2 4 -1 1 2
1 2 1 6
0 -3 -3 -8

=— . ( baris 2 dikurang 2 kali baris 1)
3 0 -2 6

4 -1 1 2
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1 2 1 6
0 3 -3 -8
=— (aris 3 dikurang 3 kali baris 1)
0 6 -5 -12
4 -1 1 2
1 2 1 6
0 3 -3 -8
=— ( baris 4 dikurang 4 kali baris 1)
0 6 -5 -12
0 9 3 -22
1 2 1 6
0 3 -3 -8 - L
=— ( baris 3 dikurang 2 kali baris 2)
0 0 1
0 -9 -3 -22
1 2 1 6
0 -3 -3 -8
=— ( baris 4 dikurang 3 kali baris 2')
0 0 1
0 O 6 2
1 2 1 6
0 3 3-8
=— ( baris 4 dikurang 6 kali baris 3)
0 0 1 4
0 0 0 -22
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Sistem Persamaan Linier Banyak Variabel Bebas
dengan Menggunakan Metoda Cramer

Sehingga diperoleh :

_IAl_es_
Al 66
_IAl 182
A 66
_|A| 132
X; = o2
1Al 66
X |A“| —66 =-1
‘A 66

Jadi solusi Sistem Persamaan Linier tersebut adalah

X, 1
X = X, _ 2
X -2
X, -1

4.4.Penerapan Masalah Real
Kasus 1

Ani, Dina, dan Cinta adalah 3 bersaudara. Jumlah usia
mereka bertiga adalah 28 tahun. Jumlah usia Ani ditambah 2
tahun dan usia Dina ditambah 3 tahun sama dengan 5 tahun
ditambah tiga kali usia Cinta. Dua kali usia Ani dikurangi usia
Dina kemudian ditambah usia Cinta sama dengan 13 tahun.
Urutkan usia mereka dari yang paling tua.

Misalkan usia Ani = X, usia Dina =Yy , dan usia Cinta =z
Diperoleh persamaan :
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X+y+z=28
(x+2)+(y+3)=5+3z
2X—-y+1z=13
X+y+2=28
X+y-3z=0
2X—-y+2=13

Ditulis dalam Sistem Persamaan Linier AX =B
1 1 11}x 28

1 1 -3|y|=]o0
2 -1 11 z| |13

1 1 1] 1 1 1
Maka |A| =1 1 -3 =|0 0 —4| (baris2 kurang baris 1)
2 -1 1| |2 -1 1

1 1 1
=0 0 -4 (baris 3 kurang 2 kali baris 1)
0 -3 -1

1 1 1
=—|0 -3 -1 ( baris 2 ditukar dengan baris 3)
0O 0 -4

A= ().(0)-(-3).(4) =12

Determinan A diperoleh dari determinan A dengan mengganti
kolom ke 1 dengan B ( dengan menggunakan kofaktor)
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Sistem Persamaan Linier Banyak Variabel Bebas
dengan Menggunakan Metoda Cramer

28 1 1
Maka [A|=/0 1 -3
13 -1 1

=(28)‘1 _3+13‘1 '

-1 1 " -3

= (28)(1-3)+13(-3-1)
|A| =(28)(~2)+13(~4) = -56-52 = ~108

Determinan A, diperoleh dari determinan A dengan mengganti
kolom ke 2 dengan B ( dengan menggunakan kofaktor)

128 1
Maka |A,|=|1 0 -3
2 13 1
__‘28 j+ ‘1 28‘
13 2 13
=—(28-13)+3(13-56)
|A,| =-15-129=-144

Determinan A, diperoleh dari determinan A dengan mengganti
kolom ke 3 dengan B ( dengan menggunakan kofaktor)

1 1 28
Maka [A|=1 1 0
2 -1 13

1 28 |1 28

:_‘_1 13Hz 13
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=—(13+28)+(13-56)
|A,|  =-41-43=-84

Sehingga diperoleh :

_|A|_-108 _
A 12
A 144
A 12
_IA[_ 8
Al -12

Urutan usia mulai yang tertua adalah Dina, Ani dan Cinta

Kasus 2

Untuk keperluan konstruksi PT MAJU setiap minggu
membeli 4 jenis semen grade A, B, C dan D. Minggu pertama
membeli 10 sak semen grade A, 20 sak semen grade B, 10 sak
semen grade C dan 10 sak semen grade D dengan jumlah $ 120.
Minggu ke dua membeli 20 sak semen grade A, 10 sak semen
grade B, 40 sak semen grade C dan 10 sak semen grade D dengan
jumlah $ 120. Minggu ketiga membeli 20 sak semen grade A, 10
sak semen grade B, 10 sak semen grade C dan 30 sak semen grade
D dengan jumlah $ 190. Minggu keempat membeli 30 sak semen
grade A, 10 sak semen grade B, 20 sak semen grade C dan 20 sak
semen grade D dengan jumlah $ 190. Akan ditentukan berapa
harga masing-masing jenis semen tersebut.
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Sistem Persamaan Linier Banyak Variabel Bebas
dengan Menggunakan Metoda Cramer

Misalkan semen Grade A= X, semen Grade B= X, , semen Grade

C= X, dan semen Grade D= X,
Dapat ditulis dalam Sistem Persamaan Linier

10x, +20x, +10x, +10x, =120
20x, +10x, +40x, +10x, =120
20x, +10x, +10x, +30x, =190
30x, +10x, +20x, +20x, =190

Menentukan solusi SPL dengan menggunakan Metoda Cramer

dilakukan sebagai berikut.
Tulis dalam bentuk persamaan AX =B , dimana

10 20 10 10 X 120

20 10 40 10 X, 120
A= , X = ,B=

20 10 10 30 Xg 190

30 10 20 20 X, 190

maka determinan A

10 20 10 10
|A| _ 20 10 40 10
20 10 10 30
30 10 20 20
2 1 1
42 1 4 1 L . . .
=(10) (10 kali baris 1, baris 2 baris 3, baris 4)
2 1 1 3
1 2 2
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1 2 1 1
40 -3 2 - . , S
- (10) (baris 2 dikurang 2 kali baris 1)
2 1 1 3
31 2 2
1 2 1 1
40 -3 2 -1 _ ) S
= (10) (baris 3 dikurang 2 kali baris 1)
0 -3 -1
3 1 2 2
1 2 1 1
4 0 —3 - . . . .
= (10) (baris 4 dikurang 3 kali baris 1)
0 -3 - 1
0 -5 1
1 2 1 1
40 -3 2 -1 _ ) .
=(10) 0 0 (baris 3 dikurang baris 2)
0 -5 1
1 2 1 1
4+ (10 -15 10 -5 . .
= (10) 1= (baris 2 dikali 5)
5)0 0 =3 2
0 -5 1

=(10)“.(1M1J0 1510 _2 (baris 3 dikali 3)
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Sistem Persamaan Linier Banyak Variabel Bebas
dengan Menggunakan Metoda Cramer

1 2 1 1
0 -15 10 -5
= (10)4 (lj(lj (baris 4 dikurang baris 2)
5 3)0 0 -3 2
o 0 -7

1 2 1 1

0 -15 10 -5

= (10)". (4L (baris 3 dikali 7)
5)13){7)J0 0 -21 14
o 0 -7 8

1 2 1 1

0 -15 10 -5
= (10)". LML (baris 4 dikali 3)
5)\3)\7))0 0 -21 14

0O 0 -21 24

1 2 1 1

:(10)4.(1}(1].[1] 0 -15 10 -5 (baris 4 dikurang baris 3)
5 3)\7)]0 0 -21 14

0 O 0 10
1)/(1)(1

A =(10)° .(gj.(g].(7)(1).(—15).(—21).(10) =300.000

Determinan A diperoleh dari determinan A dengan mengganti
kolom ke 1 dengan B

120 20 10 10

120 10 40 10

190 10 10 30

190 10 20 20

|Al=
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12 2 1 1
(121 4 1 o : : .
=(10) (10 kali baris 1, baris 2 baris 3, baris 4)
19 1 1 3
19 1 2 2
12 2 1 1
40 -1 3 0 o :
=(10) ( baris 2 dikurang baris 1)
19 1 1 3
19 1 2 2
12 2 1 1
40 -1 3 0 o :
=(10) ( baris 2 dikurang baris 1)
19 1 1 3
19 1 2 2
12 2 1 1
40 -1 3 0 o .
=(10) ( baris 4 dikurang baris 3)
19 1 3
0O 0 1 -1

228 38 19 19
+(1)M0 -1 3 O . -
=(10) 1= ( baris 1 dikali 19)
19)j19 1 1 3
0 0O 1 -1
228 38 19 19

a (1 10 -1 3 0 ) -
=(10) =1 = ( baris 3 dikali 12)
19)\12 )|228 12 12 36

0O 0 1 -1
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Sistem Persamaan Linier Banyak Variabel Bebas
dengan Menggunakan Metoda Cramer

228 38 19 19
0 -1 3 0
=(10)4 (i](i) (baris 3 dikurang baris
19)\12)|0 -26 -7 -17

1)
0 0 1 -1

228 38 19 19
0O -1 3 0
=(10)4 (ij L (baris 3 dikurang 26
19)\12){]0 0 -8 -17 ,
baris 2)
0 0 1 -1

228 38 19 19
1 10 -1 3 0

—(_ 4 L 4+ .
—( )(10) .(19)(12) 0 0 1 - (tukar baris 3 dan

baris 4)
0 0 -8 -17

228 38 19 19

0O -1 3 0
=(_)(10)4_ 1 _ 1 (baris 4 dikurang
19)\12 )| O 0 1 —
85 baris 3)

0 0 0 68
|A]==(-)(10)" .(%).(éj(ZZS)(—l)(l)(GB) = 680.000

Determinan diperoleh dari determinan A dengan mengganti
kolom ke 2 dengan B

10 120 10 10 1 12 1 1

20 120 40 10 112 12 4 1
|| = =(10)

20 190 10 30 2 19 1 3

30 190 20 20 319 2 2

(10 kali baris 1,2,3, dan 4)

111



Matematika Monograf Sistem Persamaan Linier dengan n Variabel

1 12 1 1
40 -12 2 - o, o
=(10) ( baris 2 dikurang 2 kali baris 1)
2 19 1 3
3 19 2 2
1 12 1 1
+0 12 2 -1 o o
=(10) ( baris 3 dikurang 2 kali baris 1)
0 5 -1
3 19 2
1 12 1 1
40 =12 2 -1 ) _ .
=(10) ( baris 4 dikurang 3 kali baris 1)
0O 5 -1 1
0 -17 -1 -1
1 12 1 1
+f( 130 204 -34 17 . .
=(10)' | -= ( baris 2 dikali - 17)
7)o -5 -1 1
0 -17 -1 -1
1 12 1 1
0 204 -34 17
~(10)'[ -1 (i ( baris 4 dikali 12)
17 ){12)0 -5 -1 1
0 -204 -12 -12

1 12 1 1
1\ 1)0 204 34 17 o )

=(10) =zl 5 1 1 ( baris 4 ditambah baris 2)
0 O 46 5
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Sistem Persamaan Linier Banyak Variabel Bebas
dengan Menggunakan Metoda Cramer

1 12 1 1
+(1)0 12 2 - ) -
=(10) | = ( baris 2 dikali-1/17)
12)/0 -5 -1
0 0 -46 5
1 12 1 1
0 60 10 -5
=(10)“ 1)1 ( baris 2 dikali 5)
122)\5)J)0 -5 -1 1
0 0 —46 5
1 12 1 1
0 -60 10 -5
oy [ L)AL (baris 3 dikali 12)
122)\5)\12)] 0 —-60 -12 12

1 12 11

0 -60 10 -5
=(10)4 [ij(ij(ij (baris 3 dikurang
12 )\5 /\12)] O 0 -2217

baris 2)
0 0 -46 5

1 12 1 1
0 60 10 -5

=(10)4(%j(%j(éj(22) 0 0 -1 17 | (baris 3 dikali
22 | 1/22)
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1 12 1 1
0 60 10 -5

1)(1)(1 0o 0 -1 17
=(10)*] = || = || = |(22)(46 17
1oy (55 5 1 21 :
o o0 -1 2
46

(baris 4 dikali 1/46 )

1 12 1 1
0 60 10 -5

1)(1) 1 0 0 -1 17
=(10)*] = || = || = |(22)(46 ir
1oy (55 5 1 21 :
0 168

253

(baris 4 dikurang baris 3)

1007 3 | 5 22 81000y 5o | -ss0.000

Determinan A, diperoleh dari determinan A dengan mengganti
kolom ke 3 dengan B
10 20 120 10
20 10 120 10
A1=120 10 190 30
30 10 190 20
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Sistem Persamaan Linier Banyak Variabel Bebas
dengan Menggunakan Metoda Cramer

(10 kali baris 1,2,3, dan 4)

N W e

1
_3 (baris 2 dikurang 2 kali baris 1)
2

1

-1
1 (baris 3 dikurang 2 kali baris 1)

1 (baris 4 dikurang 3 kali baris 1)
-1
1

_O (baris 3 dikurang baris 2)

-1
12 1
-120 -5 . o
. (baris 2 dikali 5)
19 2
-7 -1
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1 2 12 1
0 -15 -120 -5
= (10)° 1L (bis 4 dikali 3)
5)\3)0 0 19 2
0 -15 -21 -3
1 2 12 1
+(1Y)(1)/0 -15 -120 -5 . _ _
=(10) = (baris 4 dikurang baris 2 )
5\3J)|]0 0 19 2
0 0 99 2

1 2 12 1
V1 0 -15 -120 -5
= (10)° (EJ(Ej(lg) 0 0 1 2 |(baris3dikali1/19)

o o
|
o -
ol
AR
L O
o
oo
o

= (10)° G] (%)(19)(99) <

(baris 4 dikali 1/99)
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= (10)' (%j [%j(w)(gg)

(baris 4 dikurang baris 3)

1

Sistem Persamaan Linier Banyak Variabel Bebas
dengan Menggunakan Metoda Cramer

1 2 12
0 -15 -120
0 O 1

0 O 0

1
-5
2

19
-160
1.881

A1-00)"( £ ][5 )10) @)@ (-15)(0) ~; ogy |- 1600.000

Determinan A, diperoleh dari determinan A dengan mengganti
kolom ke 4 dengan B

10 20

g0 10
A=1A=]0 10

30 10

(10 kali baris 1,2,3, dan 4)

1 2 1
-3 2
1 1
1 2

= (10)°

w N O

2 1
-3 2

= (10) 3 1

w O O B+

1 2

10
40
10
20

12

-12

19
19

12

19

120 1
120 2
= (10)
190 2
190 3

Ll N )
N B N

12
12
19
19

( baris 2 di kurang 2 kali baris 1)

( baris 3 dikurang 2 kali baris 1)

117



Matematika Monograf Sistem Persamaan Linier dengan n Variabel

1 2 1 12
40 =3 -12 _ . o
= (10) ( baris 3 dikurang 3 kali baris 1)
0 -3 -1 -5
0 -5 -1 -17
1 2 1 12
40 =3 -12 _ _ ,
= (10) ( baris 3 dikurang baris 2)
0 0 -3 7
0 -5 -1 -17
1 2 1 12
+(1)0 =15 10 -60 _ o
= (10) 1= ( baris 2 dikali 5)
56 0 -3 7
0o 5 -1 -17
1 2 1 12
0 -15 10 -60
= (10)". Rl ( baris 4 dikali 3)
5)\3J)0 0 -3 7
0 -15 -3 -51
1 2 1 12
+(1)(13)0 -15 10 -60 ) ) _
= (10) = 1= ( baris 4 dikurang baris 2')
5)\3)0 0 -3 7
0O 0 -13 9
1 2 1 12
0 -15 10 -60
- (10" (lj(lj ( baris 3 dikali 13 )
5)3)0 0 -39 91
O 0 -13 9
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Sistem Persamaan Linier Banyak Variabel Bebas
dengan Menggunakan Metoda Cramer

1 2 1 12
0 -15 10 60
:(10)4.[%].(%] 0 0 _ag o (baris4dikali3)
0 0 -39 27
1 2 1 12
0 -15 10 60
= (10)4 (%J(%] o 0 -39 91 (baris 4 dikurang baris 3)
0 0 0 64
A= (10) (%J %],(1).(—15).(—39).(64)  24.960.000
Maka = ﬂ = 680.000 = 2.27
|Al "~ 300.000
_|A| _560.000 _
* |Al 300.000
- A\ _1.600.000 _ 2
° |A 300000
o _|A[_24960000

*|Al 300.000

Jadi harga semen grade A adalah $2.27, semen grade B adalah
$1.87, semen grade C adalah $5.33 dan semen grade D adalah
$83.1
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Indeks

INDEKS

X. variable bebas ke i =1,2,...,n

elemen bariske i=1,..,m ; dan kolomke j=1,..,n
A,B matriks

AX =B  Sistem Persamaan Linier

X solusi Sistem Persamaan Linier

OBE Operasi Baris Elementer

[A|B:| matriks lengkap A dan B

A, matriks berukuran m x n

A.. matriks berukuran n x n

At invers matriks A

I, matriks Identitas n x n

AT Transpose dari matriks A

A" = A matriks simetri A

|A| Determinan dari A

o kofaktor baris ke i dan kolom ke j
M;; minor dari bari ke | dan kolom ke j
adj A adjoint dari matriks A

‘Aj‘ determinan dengan mengganti kolom ke j dengan
i arus listrik

R resitensi

E=iR tegangan (hukum Ohm)

125



Matematika Monograf Sistem Persamaan Linier dengan n Variabel

126



Biodata Penulis

BIODATA PENULIS

127



Matematika Monograf Sistem Persamaan Linier dengan n Variabel

128



Monograf Sistem Persamaan
Linier n Variabel

by Lisa Samura

Submission date: 30-Nov-2021 09:04PM (UTC+0700)
Submission ID: 1716337975

File name: Lisa_Samura_MONOGRAF.docx (276.39K)
Word count: 10962

Character count: 59207



HALAMAN PENGESAHAN




DAFTAR ISI

DAFTAR ISTILAH/GLOSARIUM ... VI
BAB 1. PENDAHULUAN ..o e ee e e ene e eeaeeseaaeana mmnen sen e e anemnnn
1.1, Latar BelaKang ........c..coooiiioe i e e e e
1.2, Rumusan Masalah ..........cooeeoioierioee e e sr e s
1.3. Nilai Kebaruan (NOVEILY) . ..o e

BAB 2. SISTEM PERSAMAAN LINIER BANYAK VARIABEL BEBAS
DENGAN MENGGUNAKAN METODA GAUSS JORDAN......cccccceeeeene 5

2.1. Sistem Persamaan Linier banyak variabel bebas ........c..cccocevciinecccn 5

B b = =

2.2&erasi Baris EIEMENTET ..o et eaeenaenennn O

2.3 Penyelesaian Sistem Persamaan Linier Banyak Variabel dengan
Metoda Eliminasi Gauss Jordan............c..cccooiiiiiinii e 8

2.4, Penerapan pada INVeNtory ........ccvcoveiiievie oo cee e e ce e e 14

BAB 3. SISTEM PERSAMAAN LINIER BANYAK VARIABEL BEBAS
DENGAN MENGGUNAKAN INVERS ... 27

3.1 Menenﬂkan Invers dengan menggunakan Matriks Elementer-......... 27
3.2 Solusi Sistem Persamaan Linier dengan Menggunakan Invers ......... 33
3.3 Penerapan Masalah Encoding dan Decoding..........ccccoeieiiiviicneeeee. 38

BAB 4. SISTEM PERSAMAAN LINIER BANYAK VARIABEL BEBAS
DENGAN MENGGUNAKAN METODA CRAMER............cccoeeeeeee. 43

4.1. Determinan dengan Ekspansi Kofaktor ..........cccoeiiiiiiiiiiiincne 43
4 2. Determinan dengan Menggunakan Sifat-sifat Determinan................ 45
4.3. Solusi Sistem Persamaan Linier dengan Metoda Cramer-.................. 51
4 4 Penerapan Masalah Real .........ccooooiiiiiiiiiiiice e, 07

i




81

1ii




DAFTAR TABEL

Tabel 2.1 SiStem Barter. oot eeeeeeeaeeee e e aeneennens 20

v




DAFTAR GAMBAR
Gambar 1. Ringkasan... ¢

Gambar 1. | Jenis-jenis qolu*‘u Slqtem Perqamaan L,mler reeermeeeerennaseenenes 2
Gambar 2. | Alur Sistem Barter ........cooeivieieiie e ene e enen 211
Gambar 2. 2 Rangkaian Arus LiStrik .......ccoooooiiiiioni e 24




DAFTAR ISTILAH/GLOSARIUM

Sistem Persamaan Linier dengan n variabel — koleksi sebanyak berhingga
persamaan-persamaan linier yang memuat n variabel xq, X3, X3, ..., Xp,.
Penyelesaian Sistem Persamaan Linier dengan n variabel — bilangan bilangan
real x4, x5, X3, ..., X, yang memenuhi persamaan sistem linier .

Matriks Eselon Baris Terduksi - bentuk matriks eselon baris yang lebih
disederhanakan sehingga lebih mudah dalam mencari solusi dari suatu sistem
persamaan.

Metoda Gauss Jordan- prosedur pemecahan Sistem Persamaan Linier dengan
mengubah bentuk matrisk eselon baris tereduksi dengan menggunakan
Operasi Baris Elementer (OBE).

Metoda Cramer-penyelesaian sistem persamaan linier dengan menggunakan
determinan dengan syarat determinan matriks A tidak sama dengan nol. Nilai
x; diperoleh dwan membagi determinan  A; dengan determinan A.
Determinan A; diperoleh dari determinan A dengan mengganti kolom ke j

dengan B.

Invers- diperoleh dari matriks lengkap berisikan matriks bujur sangkar A
dengan matriks identitas yang bersesuaian yang dilakukan Metoda Gauss
Jordan.

Encoding — mengubah informasi dari suatu sistem ke sistem lain dalam bentuk
kode. Kode dapat berupa symbol, tanda atau huruf yang digunakan untuk

merepresentasikan secara rahasia .

Decoding — proses membuka file berkode yang sudah dikirim dan harus
diterjemahkan kembali ke bentuk aslinya .
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PRAKATA

Permasalahan pada Sistem Persamaan Linier adalah menentukan solusi atau
penyelesaiannya dimana solusi bisa berbentuk unik, banyak atau tidak berhingga dan
tidak ada solusi. Penyelesaian Sistem Persamaan Linier banyak variabel bebas
mememkan waktu pengerjaan yang lebih lama. Pada monograf ini akan disajikan
cara menyelesaikan Sistem Persamaan Linier banyak wvariabel bebas dengan
menggunakan 3 metoda yaitu Gauss Jordan, Invers dan Metoda Cramer. Setiap
metoda akan dijelaskan secara runut sehingga pembaca dapat mudah memahami dan
memilih metoda yang sesuai dengan permasalahannya.

Sistem Persamaan Linier merupakan salah satu sub bab Matriks di dalam buku
Aljabar Linier yang umumnya hanya membahas sampai dengan 3 variabel bebas .
Metoda penyelesaian pada buku teks lain juga terpisah pada masing-masing sub bab.
Dengan menyajikan penyelesaian langsung dalam 3 metoda ini diharapkan pembaca
lebih cepat mempelajari dan memahami Sistem Persamaan Linier lebih dari 3
variabel bebas.

Sasaran utama monograf ini adalah mahasiswa yang mengambil matakuliah Matriks
& Ruang Vektor dan Matematika Teknik di lingkup internal Universitas Trisakti.
Sasaran umum adalah mahasiswa di luar lingkup Universitas Trisakti atau peneliti
yang ingin mempelajari lebih lanjut Sistem Persamaan Linier banyak variabel bebas.
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BAB 1. PENDAHULUAN

1.1.Latar Belakang

Sistem Persamaan Linier merupakan bagian dari Aljabar Linier.
Persamaan Linier yang sederhana adalah membentuk garis dalam bidang XY
sehingga disebut Persamaan Linier dalam variable x dan y. Dalam Persamaan
Linier bentuk variabel yang muncul hanya sekali dan berpangkat satu dan
a':lak berbentuk fungsi trigonometri, eksponensial atau logaritma
Penyelesaian Persamaan Linier adalah sehimpunan bilangan terurut yang jika
disubstitusikan ke dalam persamaan linier akan menjadi valid. Penyelesaian
atau solusi Persamaan Linier disebut himpunan penyelesaiannya atau disebut
penyelesaian umum .

Jika persamaan dalam 2 variabel 3x+2y=6 , maka y =3 —%x

merupakan persamaan garis yang melalui titik (0,3) dan (2,0). Untuk
menentukan penyelesaiannya misalkan x = t maka y = 3 —%t dimana t

adalah bilangan Real.
Untuk penyelesaian khusus diperoleh dengan mensubstitusikan nilai-nilai

khusus dari ¢ . Dengan memisalkan t = 1 maka diperoleh y = f , sehingga

himpunan penyelesaian khususnya adalah
3
{x=1, y= ;} .
Jika persamaannya dalam 3 variabel seperti 3x + 2y + z = 6 merupakan
persamaan dalam variable x, y dan z . Persamaan ini membentuk bidang 3
dimensi. Untuk menentukan penyelesaiannya dengan mengambil dua nilai
sembarang untuk dua variabel yang dipilih misalkan x =1t ,y=p maka
z=6—-3t—2p.
Untuk penyelesaian khususnya diperoleh dengan mensubstitusikan nilai-nilai
khususdari t dan p. Dengan memisalkant = 2 ,p = 1 maka z = —2 sehingga
penyelesaian khususnya adalah{x =2, y=1,z=-2}.
Aljabar Linier berkaitan dengan generalisasi Persamaan Linier untuk
banyak variable (n variable).
Persamaannya ditulis a;x; + a,x, + asx; ++--+a,x, = b,
dimana ' a,,a,,ds, ..., a, disebut koefisien yang tidak semua bernilai
sama dengan nol







Berikut adalah kasus-kasus solusi untuk Sistem Peramaan Linier dalam 3
variabel .
Kasus 1. Solusi tunggal :
2x—y+3z=6
x+3y— 2z =10
x —2z=4
Dari persamaan ke 3 diperoleh x =2z + 4
Disubstitusikan ke persamaan yang lain:
2x=y+3z=6-22z+4)-y+3z=6->—-y+7z=-2
x+3y—2z=10->(2z+4)+3y—-3z2=10-3y—z=6
Sehingga diperoleh:
x=4, y=2 danz=0
Karena ini merupakan satu-satunya penyelesaian, maka penyelesaian atau
solusi Sistem Persamaan Linier ini disebut tunggal.
Kasus 2. Solusi tak hingga atau solusi banyak:
3x—y+z=2
{x +2y = -3
Dari persamaan ke 2 diperoleh :
x= —=3—-2y
Substitusikgggke persamaan 1 diperoleh:
3x=-y+z=2-3(-3-2y)-2y+z=2->-8y+z=11
dengan misalkan y = t, t bilangan Real
maka x = —3 — 2t dan z =11+ 8t
Jikat =0makax = =3 ,y = 0 danz = 11
Jikat = —% makax = =2 ,y= —% danz =7
Karena t bilangan Real maka penyelesaian yang dihasilkan tergantung nilai
t sehingga Sistem Persamaan Linier menghasilkan solusi tak terhingga atau
banyak.

Kasus 3. Tidak mempunyai solusi :
2x—y+3z=2
—4x +2y— 6z =3
x —2z=4
Jika persamaan di baris 1 dan baris 2 disubstitusikan menghasilkan tidak ada
solusi.




Permasalahan Sistem Persamaan Linier ini banyak ditemui pada berbagai
ilmu seperti di bidang ekonomi, teknik, kedokteran dan banyak kasus lainnya.
Penerapan pada beberapa kasus akan dibahas pada bab-bab berikut.

1.2.Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang di atas, maka dapat ditentukan rumusan
masalah dalam monograf ini yaitu :
1. Bagaimana membuat Sistem Persamaan Linier dalam banyak variabel
bebas ?
2. Bagaimana menentukan penyelesaian Sistem Persamaan Linier dalam
banyak variable bebas?

3. Bagaimana aplikasi Sistem Persamaan Linier dalam banyak variable
bebas?

1.3.Nilai Kebaruan (Novelty)

Penyelesaian Sistem Persamaan Linier banyak variable  ini
menggabungkan beberapa metoda yaitu: Metoda Gauss Jordan, Invers dan
Cramer sehingga memudahkan pembaca untuk mempelajari metoda yang
akan dipilih sesuai dengan kebutuhannya. Dalam monograf ini juga disertakan
beberapa aplikasi di bidang ekonomi, inventory, rangkaian listrik, encoding
dan decoding serta masalah real.




BAB 2. SISTEM PERSAMAAN LINIER BANYAK
VARIABEL BEBAS DENGAN MENGGUNAKAN
METODA GAUSS JORDAN

2.1. Sistem Persamaan Linier banyak variabel bebas

Sebuah sistem dengan m Persamaan Linier dalam banyak variabel
atau n variabel b@§gs dituliskan sebagai berikut [1]:
Ay Xy + AypX; + AyaXy + o+ A X = by
A31X1 + QX5 + Ay3X3 + - + AgpXy = by

Am1Xy + QpaXy + ApaXs + o+ A Xn = by
dimana : Xy,X5,X3, ..., Xy adalah variabel bebas
: ajj adalah elemen (=1,..,m:danj=1,..,n
Sistem Persamaan Linier di atas dapat dibuat ke dalam bentuk perkalian
matriks AX = B [2]

F 2y Qg3 din, 1 %1 [ by T
Az1 Qzz - dyy X2 b,
= k)
L dm1 Om2 Apypnd LAy —bm—
a;y 4gp a,,
dz1 Q22 - dzy
dimana A = adalah matriks koefisien a;; yang
(n1 Amz - O
berukuran m X n |3]
_xl_
X2
X = adalah matriks yang berukurann X 1
-xn




B = | * |adalah matriks yang berukuran m X 1

Penyelesaian atau solusi dari Sistem Persamaan Linier dengan n variabel
adalah menentukan X yang dicari dengan menggunakan Metoda Gauss Jordan.
Untuk penyelesaian dengan Metoda Gauss Jordan harus dipelajari terlebih
dahulu Operasi Baris Elementer dan Metoda Gauss.

2.2, Operasi Baris Elementer

Untuk menyelesaikan Sistem Persamaan Linier n variabel harus
ditentukan matriks yang diperbesar atau matriks lengkap , dimana matriks
lengkap ini berisikan matriks koefisien A  yang diperluas dengan
menambahkan matriks konstanta B , sehingga diperoleh [4]

[ Q11 Gz e @y, |by 7
Azr Q2 o ayy by
matriks lengkap [A|B] =
[Gm1 Qmz - Amn |bm-

Metode dasar untuk menyelesaikan Sistem Persamaan Linier adalah
menggantikan sistem yang diberikan dengan suatu sistem baru yang
mempunyai penyelesaian yang sama dan lebih mudah diselesaikan. Sistem
baru ini diperoleh dalam serangkaian langkah dengan menerapkan tiga jenis
operasi untuk menghilangkan variabel secara sistematis . Operasi itu meliputi:
menukarkan posisi dua persamaan, mengalikan sebuah persamaan dengan
konstanta tidak nol, dan menambahkan kelipatan suatu persamaan ke
persamaan lainnya.
Karena baris dari suatu matriks lengkap bersesuaian dengan persamaan dalam
sistem terkait, maka operasi-operasi tersebut juga bersesuaian dengan operasi
berikut pada baris-baris matriks lengkap. Cara seperti ini disebut dengan
Operasi Baris Elementer , d'mma operasinya sebagai berikut [5]:

1. Menukarkan letak 2 baris .

2. Mengalikan sebuah baris dengan konstanta tidak nol.




3. Menambahkan kelipatan suatu baris ke baris yang lain.

Untuk matriks koefisen yang berordo n X n maka matriks lengkap yang
dihasilkan menyatakan suatu sistem segitiga

Matriks segitiga terbagi dalam 2 jenis yaitu segitiga atas dan segitiga bawah.
Matriks segitiga atas adalah matriks bujur sangkar dimana semua elemen
dibawah diagonal utama bernilai nol.

Secara umum matriks segitiga atas berordo 3 X 3 adalah

* ok %
K
0 0 =

Matriks segitiga bawah matriks bujur sangkar dimana semua elemen di atas
diagonal utama bernilai nol.
Seacara umum matriks segitiga bawah berordo 4 X 4 adalah .

x 0 0 0
*« = 0 0
* * * 0
£ * *

Tanda * melambangkan konstanta yang tidak nol.

Penerapan Operasi Baris Elementer untuk Sistem Persamaan Linier dengan 3
variabel bebas .[6]

2x, —x, +x3 =8

3x, +x, — 2x; = —1

Dari Sistem Persamaan Linier dapat dituliskan dalam bentuk AX = B

1 2 —4][* —-12
2 -1 1 [ul-|s |
3 1 -=211xs -1

1 2 -4 Xy -12
dimana A=|2 —-1 1|, X =|X2|dan B=| 8
3 1 =2 X3 -1

1 2 -4 |-12
Maka matriks lengkap [A|B] ditulis \2 -1 1 | 8‘
3 1 -2 | -1




Kemudian dilakukan Operasi Baris Elementer pada matriks lengkap [A|B]
dengan langkah sebagai berikut:

1 2 -4 |-12
2 -1 1 | 8

1 2 -4 |—12‘
3 1 -2 -1

baris 2 dikurang 2 kali baris 1 [[] -5 9 | 32
31 -2 -1

1 2 -4 |-12]
baris 3 dikurang 3 kali baris 1 diperoleh 0 -5 9 | 32
0 -5 10 | 35d
1 2 —4 |-127
baris 3 dikurang baris 2 diperoleh 0 -5 9 | 32
0o 0 1 | 31
1 2 —4 |-12
. - 1, .. 9 32
baris 2 dikali (— ) diperoleh 0 1 -z |-=

00 1 | 3
Hasil akhir dari matriks lengkap membentuk sistem segitiga atas sehingga
didagptkan sebagai berikut:
dari baris ke 3 diperoleh x; = 3

dari baris ke 2 diperoleh:
Xy — %xg = —?, substitusi nilai x; = 3 maka x, = —1
dari baris 1 diperoleh:
x; + 2x, — 4x3 = —12, substitusikan nilai x; = 3 dan x, = —1 maka
diperoleh x;, = —12 -2 (—-1) +4(3) =2
Maka penyelesaiannya {x, = 2,x, = —1,x; = 3 } atau dapat dituliskan
X1 2
dalam bentuk matriks X = X2 | = \—1‘
X3 3

Penyelesaian ini adalah tunggal dan konsisten.

2.3 Penyelesaian Sistem Persamaan Linier Banyak Variabel dengan
Metoda Eliminasi Gauss Jordan

Dalam memudahkan penyelesaian Sistem Persamaan Linier banyak
variable bebas maka matriks lengkap harus mempunyai ciri-ciri yang dapat




2

glihat dari entri yang merupakan matriks a)eﬁsien dan dilihat dari kiri ke
kanan. Sehingga matriks lengkap menjadi matriks eselon baris atau matriks
eselon baris tereduksi.

Sifat-sifat matriks eselon baris adalah:

1. Pada setiap bgyis, entri tak nol yang pertama adalah angka 1 . Angka 1
ini disebut 1 utama.

2. Jika terdapat baris nol maka baris tersebut diletakkan pada baris yang
terbawah.

3. Pada dua baris yang berurutan letak 1 utama nya maka | utama pada
baris yang lebih bawah terletak lebih ke kanan dari 1 utama dari baris
yang di atasnya.

Proses operasi Sistem Persamaan Linier menjadi matriks lengkap dengan
menggunakan semua sifat matriks eselon baris disebut Eliminasi Gauss.
Beberapa contoh matriks eselon baris[7] :

1 1 0
a.{}ll]‘
0 0 0
(1 3 -2 2
b. {}14—3‘
[0 0 1 1
0 1 3 2 4
C_l]{]lll]
0 0 001
0 0 00 O

Matriks eselon baris jika direduksi menjadi matriks eselon baris terduksi .
Sifat-sifat matriks eselon baris terduksi adalah :
1. @pmua sifat 1 sampai dengan 3 pada matriks eselon baris.
2. Pada setiap kolom yang terdapat 1 utama maka entri-entri lain adalah
nol.

Beberapa contoh matriks eselon baris tereduksi :

1 0 0
a. [0 1 U‘
0 0 1
1 0 0 2
b. 10 1 0 —3‘
0 0 1 4




01
1 2
00
0 0

oo o o
oo O =
oo o W

Proses operasi Sistem Persamaan mier menjadi matriks lengkap dengan
menggunakan semua sifat matriks eselon baris tereduksi disebut Eliminasi
Gauss-Jordan .

Langkah-langkah penyelesaian Eliminasi Gauss-Jordan [8]:
1. Tentukan Sistem Persamaan Linier
2. Tentukan matriks A , matriks X dan matriks B .
3. Tentukan matriks lengkap [A|B] kemudian lakukan semua operasi
baris elementer tereduksi .
4. Diperoleh X merupakan penyelesaian Sistem Persamaan Linier
banyak variable bebas.
Penerapan Sistem Persamaan Linier dalam 4 variabel bebas dengan
menggunakan Elimifsi Gauss dan Eliminasi Gauss-Jordan|9]
2x,+x, — x5+ 2x, = 4
X1+2x; + X3 —3x, =6
3xy, — 2x3+ x,=6
4x1 =X, + X3 — 2x, = 2
Dapat dituliskan dalam bentuk perkalian matriks AX = B

2 1 -1 27 *) 4
1 2 1 3| [*]|_]|6
3.0 -2 1]][* 6
4 -1 1 =241 12
dimana
2 1 -1 2 (X1 4
matriks A = | 1 2 1 -3 X = ;2 dan B = 6
3 0 -2 1 3 6
4 -1 1 -2 Xy 2
2 1 -1 2 4
. 1 2 1 -3 6
Matriks lengkap [A|B] adalah 30 —2 1 6
4 -1 1 =2 2

a. Penyelesaian dengan Eliminasi Gauss [10]

10




b.
Langkah-langkahnya:
21 -1 2 4
1 2 1 -3 6
3 0 -2 1 6
4 -1 1 -2 2

baris 2 dikurang 2 kali baris 1 diperoleh

baris 3 dikurang 3 kali baris 1 diperoleh

baris 4 dikurang 4 kali baris 1 diperoleh

baris 3 dikurang 2 kali baris 2 diperoleh

baris 4 dikurang 3 kali baris 2 diperoleh

baris 4 dikali /2  diperoleh

baris 4 dikurang 3 kali baris 3 diperoleh

Coor

co o e

Co o m

= W

2 1 -3
1 -1 2
0 -2 1
-1 1 -2
-3 6
8 -8
1 6
2 2
-3 6
8 -8
10 —12
-2 2
—3 6]
8 -8
10 —12
10 —22.
—3 6 7
8 -8
-6 4
10 —22.
-3 6
8 -8
—6 4
~14 2
-3 6
8 -8
-6 4
-7 1
-3 6
8 -8
-6 4
11 —11

11




1 2 1 -3 6
baris ke 4 dikali — diperoleh 0 -3 -3 8 -8
1 0 0 1 -6 4
o 0 0 1 -1
1 21 —3 6
) 1 01 1 -2 8
baris 2 dikali —= diperoleh 3 3
? 001 _g 4
o0 0 1 -1

Terlihat matriks koefisien A sudah membentuk matriks segitiga atas sehingga
dapat ditentukan penyelesaiannya[11].

dari baris 4 diperoleh : X, =-1

dari baris ke 3 : X3 —6x, =4 maka x; = —2

dari baris ke 2 : Xy + X3 —§x4=§ maka x, = 2

dari baris ke 1 : Xy +2x, +x3 —3x, =6 maka x; =1
Penyelesaian adalah {x; =1 ,x;, =2 ,x3 = =2, x, = —1}

X9 1
atau ditulis dalam bentuk matriks X = ;j = I_%
-1

Xy

b. Penyelesaian dengan Metoda Eliminasi Gauss-Jordan

Metoda Eliminasi Gauss Jordan adalah penyempurnaan dari Metoda
Eliminasi Gauss .
Dalam pengerjaannya dilakukan semua tahapan penyelesaian menggunakan
Eliminasi Gauss yang dilanjutkan dengan substitusi balik sehingga menjadi
Eliminasi Gauss Jordan.
Dari matriks lengkap dengan Eliminasi Gauss pada penyelesaian a. di atas

1 21 -3 6
8 8

diperoleh g {1] 1 :EE; i
0 00 1 -1
Selanjutnya dilakukan substitusi balik dengan langkah berikut:
121 —3 6
. . . . . 0 1 1 _B B
baris 3 ditambah 6 kali baris 4 diperoleh 33
001 o =2
000 1 -1
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1 21 -3 6
baris;Zditambahg baris 4  diperoleh g {1] 1 g —02
0 0 0 1 -1
1l 2 1 0 37
_ _ _ ) ) 01 1 0 0
baris 1 ditambah 3 kali baris 4 d leh
aris 1 ditamba ali baris 4 diperole 00 1 0 —2
0 0 0 1 -1
1 2 1 0 3
_ _ _ _ 01 0 0 2
baris 2 dik baris 3 d leh
aris 2 dikurang baris 3 diperole 00 1 0 =2
0 0 0 1 -1
1 2 0 0 6§51
_ _ _ _ 0O 1 0 0 2
baris 1 dikurang baris 3 diperoleh 00 1 0 =2
0O 00 1 -1
1 0 0 0 11
_ _ _ _ ) 0O 1 0 0 2
baris 1 dikurang 2 kali baris 2 diperoleh 00 1 0 =2
0O 00 1 -1

Matriks koefisien A yang berukuran 4x4 menjadi matriks Identitas dimana
koefisien diagonal utama bernilai 1 dan koefisien yang lain bernilai 0.
Sehingga diperoleh solusi dengan menggunakan Eliminasi Gauss Jordan

aﬂah:

xy =1, x,=2, x3=—-2dan x, = —1.

Xy 1

x| 2
Maka X = IJ = _2‘.

4 -1

Hasil pengerjaan dengan menggunakan Eliminasi Gauss dan Eliminasi Gauss
Jordan menghasilkan solusi yang sama.
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2.4. Penerapan pada Inventory
Sistem Persamaan Linier dengan banyak variabel bebas dapat ditemui
pada permasalahan inventory | 12].

Penerapan 1.
Setiap minggu Toko Grosir Maju menerima 4 merk biskuit bayi yaitu

A B.C dan D dengan total 200 pak. Minggu 1 di awal bulan Desember 2020
toko tersebut menjual biskuit A dan B seharga $1 , biskuit C seharga $3, dan
biskuit D seharga $4 sehingga diperoleh $380. Minggu ke 2 toko mengorder
biscuit A seharga $2 ,biskuit B seharga $3 , biscuit C seharga $4 dan biscuit
D seharga $5 dengan harapan memperoleh $ 620. Minggu ke 3 toko tersebut
mengorder biscuit A seharga $2 , biscuit B sgpgrea $3, biskuit C seharga $2
dan biscuit D seharga $1 dengan peroleh $520. Berapa banyak masing-masing
merk biskuit yang harus diorder supaya toko tersebut membeli dengan jumlah
yang sama selama 3 minggu.
Pertama ditentukan variable bebasma yaitu biskuit A, B, C dan D. Disini ada
4 variabel bebas. Misalkan : x = biskuit A , y = biskuit B , z = biskuit C
dan t = biskuit D.
Persamaan Linier I adalah: x + y + z + t = 200
Persamaan Linier II adalah : x + y + 3z + 4t = 380
Persamaan Linier Il adalah : 2x + 3y + 4z + 5t = 620
Persamaan Linier IV adalah : 2x + 3y + 2z + 4t = 520
Maka Sistem Persamaan Linier 4 variabel bebas dapat ditulis:

x+y+tz+t = 200

x+y+3z+4t =380

2x + 3y + 4z + 5t = 620

2x + 3y + 2z + 4t = 520

Sistem Persamaan Linier ditulis dalam bentuk perkalian matriks AX =B

1 1 1 17 1x 200

1 1 3 4| |¥y|_|380

2 3 4 5||% 620

2 3 2 411t 520
1 1 1 1 X 200
dimana matriks A = I; ; : 4; X = g dan B = 2?3
2 3 2 4 t 520
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Matriks lengkap [A]|B] adalah

WLy =
M*‘mr—‘
l-p-U'In-P‘-p_\.

1
1
2
2

Lakukan Eliminasi Gauss Jordan dengan cara sebagai berikut:

Baris 2 dikurang baris 1 diperoleh

Baris 3 dikurang 2 kali baris 1 diperoleh

Baris 4 dikurang 2 kali baris 1 diperoleh

Baris 2 ditukar dengan baris 4 diperoleh

Baris 3 dikurang baris 2 diperoleh

Baris 4 dikurang baris 3 diperoleh

Baris 4 dikali /4 diperoleh

CoOaeR O0eokFk OCOOOR NOOR
SO e = =

oo o
oo =

ococo-
oo =

200
380
620
520

[ RS A T
W= o= Wwo

== O

1

2
!
2

(= b N s - S oM L R

oNS =

L W N WWN A A B Wy - L) VS

Hl—"l\JH

200]
180
620
520

2007
180
220
520

200]
180
220
120

200]
120
220
180 |

2007
120
100
180

200
120
100
80 |

200]
120
100

40 |
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Selanjutnya dilakukan substitusi mundur

1 1 1 1 200]

. _ _ ) 0 1 0 2 120
Baris 3 dikurang baris 4 diperoleh 00 20 60
[0 0 0 1 40
1 1 1 1 200

o o , 01 0 0 40
Baris 2 dikurang (2) kali baris 4 diperoleh 00 20 60
[0 0 0 1 40
1 1 1 0 160]

_ _ _ _ 01 0 0 40
Baris 1 dikurang baris 4 diperoleh 00 20 60
[0 0 0 1 40
1 1 1 0 160]

_ o _ 01 0 0 40

1

Baris 3 dikali /2 diperoleh 00 10 30
[0 0 0 1 40

(1 1 0 0 130]

_ _ _ ) 01 0 0 40
Baris 1 dikurang baris 3 diperoleh 00 10 30
[0 0 0 1 40.

1 0 0 0 90]

. _ _ _ 01 0 0 40
Baris 1 dikurang baris 2 diperoleh 00 10 30
0 0 0 1 40,

Matriks koefisiennya berbentuk matriks Identitas dan matriks lengkap sudah
membentuk matriks eselon baris tereduksi.

Diperoleh dari baris I: x =90
baris II: y = 40
baris III: z =30
baris IV: t = 40.

Jadi biskuit yang harus dipesan setiap minggu adalah:
- Biskuit merk A sebanyak 90 pak
- Biskuit merk B sebanyak 40 pak
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- Biskuit merk C sebanyak 30 pak
- Biskuit merk D sebanyak 40 pak

Penerapan 2.

Perusahaan Terang yang bergerak di bidang perlengkapan rumah tangga
memiliki cabang di beberapa kota besar di Indonesia yaitu Jakarta, Surabaya ,
Medan dan Ujung Pandang. Perlengkapan rumah tangga yang dijual adalah
sofa set, meja makan, lemari pakaian dan kitchen set. Inventori pada awal
tahun 2020 adalah sebagai berikut:

- Jakarta : 225 sofa set, 180 meja makan, 170 lemari pakaian

dan 200 kitchen set.

- Surabaya : 180 sofa set, 210 meja makan, 150 lemari pakaian

dan 160 kitchen set.

- Medan : 210 sofa set, 175 meja makan, 145 lemari pakaian

dan 150 kitchen set.

- Ujung Pandang : 175 sofa set, 155 meja makan, 160 lemari pakaian

dan 140 kitchen set.

Harga sofa set adalah Rp 20 juta, meja makan Rp 12 juta, lemari pakaian

Rp 6 jt dan kitchen set Rp 15 juta.

Hasil penjualan tiap kota pada tahun 2020 adalah sebagai berikut:

- Jakarta : 213 sofa set, 155 meja makan, 162 lemari pakaian

dan 175 kitchen set.

- Surabaya : 165 sofa set, 202 meja makan, 130 lemari pakaian

dan 144 kitchen set.

- Medan : 187 sofa set, 156 meja makan, 143 lemari pakaian

dan 121 kitchen set.

- Ujung Pandang : 147 sofa set, 145 meja makan, 152 lemari pakaian

dan 128 kitchen set.
Manajemen ingin mengetahui hal-hal berikut:

a. Nilai inventori .

b. Pendapatan kotor tiap cabang pada tahun 2020.

c. Biaya yang ditanggung untuk sisa inventori pada tahun 2020.

Pertama ditentukan variable bebas :

- sofa set sebagai variable bebas x
- meja makan sebagai variable bebas y
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- lemari pakaian sebagai variable bebas z
- kitchen set sebagai variable bebas t.

Persamaan Linier I ( Jakarta /J) :225x+180y+170z+ 200t =

Persamaan Linier II ( Surabaya/S) :180x +210y+150z+ 160t =RB
Persamaan Linier IIl (Medan/M) :210x+ 175y +145z+150t=M
Persamaan Linier IV (U.Pandang/ U) :175x + 155y + 160z + 140t = U

Maka Sistem Persamaan Linier 4 variabel bebas utk permasalahan inventori
di atas dapat ditulis:
225x + 180y + 170z + 200t
180x + 210y + 150z + 160t
210x + 175y + 145z + 150t
175x + 155y + 160z + 140t

J
B
M
U

225 180 170 200
180 210 150 160

210 175 145 150
175 155 160 140

a. Matriks inventori :

20.000.000

12.000.000
6.000.000

15.000.000

Matriks harga =

Nilai Inventori = Matriks Inventori dikali Matriks Harga
225 180 170 2007720.000.000
_ 1180 210 150 16{]‘ IlZ.OOO.UOO

210 175 145 150/(| 6.000.000
1175 155 160 1404115.000.000

10.680.000.000

9.420.000.000
9.420.000.000

- 8.420.000.000

Nilai Inventori utk masing-masing cabang adalah:
- Jakarta : Rp10.680.000.000
- Medan : Rp 9.420.000.000
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- Bandung : Rp 9.420.000.000
- Ujung Pandang : Rp 8.420.000.000

213 155 162 175
165 202 130 144

187 156 143 121
147 145 152 128

b. Matriks penjualan =

Pendapatan kotor setiap cabang pada tahun 2020 diperoleh dari matriks

penjualan dikali dengan matriks harga,
213 155 162 1757720.000.000
165 202 130 144] IlZ.OOO.UOO

187 156 143 121 || 6.000.000
(147 145 152 128J115.000.000

9.717.000.000

8.644.000.000
8.285.000.000

17.512.000.000

Jadi pendapatan kotor untuk masing-masing cabang pada tahun 2020
sebagai berikut:

- Jakarta : Rp 9.717.000.000
- Medan : Rp 8.644.000.000
- Bandung : Rp 8.285.000.000
- Ujung Pandang : Rp 7.512.000.000

c. Sisa inventori pada akhir tahun 2020 di tiap cabang diperoleh dari

Matriks  Inventori —  Matriks  penjualan  terjual =
225 180 170 200 213 155 162 175
180 210 150 160 _|165 202 130 144

210 175 145 150 187 156 143 121
175 155 160 140 147 145 152 128

12 25 8 25
15 18 20 16

23 19 2 29
28 10 8 12

Biaya yang ditanggung untuk sisa inventori, diperoleh dari sisa
inventori dikali dengan harga, yaitu:
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maka

1 1 1
—; Xy +§ Xy +5 Xq = 0.
Nilai total barang-barang yang diterima oleh kecamatan M adalah x, .

Dari baris kedua di tabel diperoleh persamaan linier :
1 1 1 .
le +EXJ +Zx3 - x2
1 2 1
;xl —E Xy +ZX3 = 0.
Nilai total barang-barang yang diterima oleh kecamatan C adalah x.
Dari baris ketiga di tabel diperoleh persamaan linier :
1 1 1
2 +;x2 +Zx3= Xq
1 1 3

x, o x, —=x, = 0.
2 X1 T3 X T X3

Sehingga ketiga persamaan di atas dapat dituliskan dalam bentuk Sistem
Persamaan Linier homogen dengan 3 variabel bebas:

ro1 1 1
_Exl +§XQ +§x3= 0
1 2 1
3 Z xl - § X2 + Z x_g - U
1 1 3
L 7 %1 +§x2—1x3= 0
Sistem Persamaan Linier di atas dituliskan dalam AX = B
1 1 1
T2 3 2 x4 0
1 2 1
A=|l- -= = ,X=kgldan3=ll}l
4 3 4
11 3 3 0
4 3 4

Karena ruas kanan semua bernilai nol atau B = 0 maka Sistem Persamaan
Linier disebut Sistem Persamaan Linier Homogen. Sehingga matriks lengkap
[A|B] dalam pengerjaannya cukup matriks A yang dilakukan operasi Gauss
Jordan.

Pada soal ini untuk menghindari perhitungan yang lebih lama maka angka
pecahan sertiap baris dikalikan dengan bilangan tertentu yang tidak nol.
Baris 1 dikali dengan (-6) , baris ke 2 dikali dengan (12) dan baris ke 3 dikali

3 =2 =3
dengan (12) sehingga diperoleh \3 -8 3 ‘
3 4 -9

22




3 -2 =3
Baris 2 dikurang baris 1 diperoleh 0 -6 6
3 4 -9
3 -2 -3
Baris 3 dikurang baris 1 diperoleh 0 -6 6
0 6 -6
3 -2 -3
Baris 3 ditambah baris 2 diperoleh 0 -6 6
0 0 0
(3 -2 -3
Baris 2 dikali dengan (-1/6) diperoleh o 1 -1
0 0 0
3 0 —5]
Baris 1 ditambah dengan 2 kali baris 2 diperoleh 0 1 -1
0 0 0
o _g_
Baris 1 dikali dengan 1/3 diperoleh 0 1 -1
0 0 0

Pada baris ketiga semua bernilai nol.
Dengan memisalkan variabel bebas x; = 6 .
Dari persamaan kedua x, — x; = O maka x, = x5 = 6.

: 5 5
Dari persamaan pertama x; —=-x3 = O maka x; = -x3 = 10.
3 3

Akibatnya nilai-nilai x;, x,, x5 diberikan dalam bentuk perbandingan
X1t X9 X3=10:6:6=5:3:3

2.5. Penerapan pada Rangkaian Listrik (9]
Sistem Persamaan Linier dapat digunakan untuk menentukan kuat arus
di setiap cabang rangkaian listrik yang dinyatakan dalam Esistansi dan
tegangan. Sumber listrik adalah baterai yang digunakan untuk menggerakkan
muatan dan menghasilkan arus. Arus mengalir keluar dari terminal yang
digambarkan oleh garis vertical yang lebih panjang. Resistansi diukur dalam
Ohm. Kode huruf menyatakan simpul (node) dan i adalah arus antar simpul
yang dinyatakan dalam Ampere. Tanda panah menunjukkan arah arus. Jika
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ih —iy+ i3 =0
—l1+lz—l3={}

4i; + 2i, =8
Sistem Persamaan ditulis dalam bentuk AX =B
1 -1 174 0
1
-1 1 -1 i, = 0
4 2 0] 8
0 2 5173 9
1 -1 1 0
. -1 1 -1 0
Matriks lengkap [A : B| adalah
atriks lengkap | | adala 5 0 8
0 2 5 9

Untuk menentukan kuat arus, dilakukan Operasi Gauss Jordan sebagai berikut:

'l —1 1 0
. . : . 0 0 00O
Baris 2 ditambah d baris 1 d leh
aris 2 ditam engan baris 1 diperole 4 2 08
0 2 5 o9
1 —1 1 0
Baris 2 ditukar dengan baris ke 4 diperoleh 0 2 59
4 2 0 8
0 0 0 o
b 2 5 9
Baris 3 dikurang dengan 4 kali baris 1 diperoleh 0 6 4 8
0 0 0 0
02 5 9
Baris 3 dikurang dengan 3 kali baris 2 diperoleh 0 0 -19 —19
0 0 0 0
'l -1 1 0
. - 1 . 0 2 509
Baris 3 dikali dengan ( _E) diperoleh 0 0 11
0 0 0 O
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Baris 2 dikurang 5 kali baris 3 diperoleh

Baris 1 dikurang baris 3 diperoleh

Baris 2 dikali dengan 4 diperoleh

Dari baris 3 diperoleh i; = 1 Ampere

Dari baris 2 diperoleh i, = 2 Ampere

Dari baris | diperoleh persamaan i, — i, = —1
maka i; = —1 + 2 = 1 Ampere

cCo o R

oo o =

oS =

(=N = Cho -

= = N

o= o
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BAB 3. SISTEM PERSAMAAN LINIER BANYAK
VARIABEL BEBAS DENGAN MENGGUNAKAN INVERS

3.1 Mlﬂentukan Invers dengan menggunakan Matriks Elementer

Jika A sebuah matriks bujur sangkar berukuran n X n dan matriks B
juga berukuran n X rgfjapat ditentukan sehingga AB = BA =[,, maka B
disebut invers dari A. Invers dari matriks A ditulis A™*.
I, adaﬂl matriks identitas utk matriks berukuran n X n.
Jika A mempunyai invers maka Aé.ﬂ =1, [17]
Matriks yang mempunyai invers disebut matriks tak singular, dan jika tidak
mempunyai invers maka disebut matriks singular. Jika suatu matriks
mempunyai invers mw inversnya adalah tunggal.
Matriks identitas [ 18] adalah matriks bujur sangkar dimana koefisien diagonal
utama bernilai satu dan koefisien lain adalah nol.

(1 0 0
Matriks identitas /,, untuk 3 X 3 adalah 0 1 0f.

0 0 1

1 0 01
Matriks identitas /,, untuk 4 X 4 adalah 0100

0 010

0 0 0 1

10 00
Matriks identitas [,, untuk n X n adalah 0 1 0 U

000 1

Salah satu metode untuk menentukan invers suatu matriks adalah
menggunakan Matriks Elementer dimana matriks bujur sangkar ggpng
diperoleh dari matriks identitas yang bersesuaian yang telah dilakukan hanya

oleh satu operasi baris elementer saja.

1 0 0
Matriks Elementer \[} 1 U‘ diperoleh dari matriks identitas [; dengan

0 —4 1
menjumlahkan baris ke 3 dengan -4 kali baris ke 2.
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Untuk menentukan Invers matriks [19] A atau A™' tentukan terlebih
dahulu matriks identitas yang bersesuaian dengan ukuran matriks A, kemudian
tuliskan matriks lengkap dalam bentuk

[A:Inh OBE [I,:A™'] .
Selanjutnya dilakukan operasi baris elementer secara bersamaan antara
matriks A dengan matriks identitas [, yang bersesuaian dengan tujuan
merubah matriks A lenjadi matriks [, dan akibatnya diperoleh perubahan
matriks identitas [, menjadi matriks A™*. Akibatnya jika matriks A tidak
dapat berubah menjadi matriks identitas [,, maka matriks A disebut tidak
mempunyai invers.

3 1 -1
Jika matriks A = \ 1 0 4 Untuk menentukan invers A dilakukan
-2 1 2
dengan langkah berikut.
1 0 0
Matriks identitas yang bersesuaian adalah I3 = \0 1 {}‘.
0 0 1
Tulisakan matriks lengkap [A : I3 ]
3 1 -1: 10 0
[fq‘f3]“*‘\1 0 4 : 01 0‘
-2 1 2 00 1
Lakukan Operasi Baris Elementer
1 0 4 010
Tukarkan baris 1 dan baris 2 diperoleh 3 1 -1 10 U"
-2 1 2 00 1
1 0 4 01 0
Baris 2 dikurang 3 kali baris 1 diperoleh 0 1 -13: 1 -3 {}‘
-2 1 2 0 0 1
1 0 4 01 0
Baris 3 ditambah 2 kali baris 1 diperoleh 0 1 -13 1 =3 U‘
0 1 10 0 2 1
(1 0 4 0 1 0
Baris 3 dikurang baris 2 diperoleh 01 -13: 1 -3 0‘
0 0 23 : -1 5 1
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1o 4 : 0 1 0
Baris 3 dikali — diperoleh 01 -13° 1 =30
00 1+ 7335 % 2l

Baris 2 ditambah 13 baris 3 diperoleh
1 0 4: 0 1 0 7
\(} 1 0: 10/23 —-64/23 13/23
0 0 1: —-1/23 5/23 1/23 |

Baris 1 dikurang 4 baris 3 diperoleh
1 0 0: 4/23 3/23 —4/23
\U 1 0: 10/23 -—64/23 13/23
0 0 1: —1/23 5/23 1/23
Diperoleh matriks lengkap [ I3 : A71].
Posisi awal A menjadi /3 dan posisi I; menjadi suatu matriks yang
merupakan invers dari A .
4/23 3/23 —4/23
Jadiinvers A =A"1 = ’10/23 —64/23 13/23‘
-1/23 5/23 1/23
. 1 3 -4
=E\1U —64 13‘
-1 5 1

Untuk menentukan invers matriks A yang berukuran 4 x 4 dilakukan dengan

1 0 01
cara yang sama. Matriks Identitas yang digunakan adalah g [1} {1] g
0 0 0 1
2 -1 0 1
ikaa=|1 4 2 0}
0 2 1 -1
2 0 3 -1

Menentukan invers A sebagai berikut.

Bentuk matriks lengkap [A : [, | kemudian lakukan Operasi Baris
Elementer

2 -1 0 1 1 0 0 O
1 4 2 0 : 0 1 00
0o 2 1 -1 :0 010
2 03 -1 0 0 0 1

Baris 1 ditukar dengan baris ke 2 diperoleh
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1 4 2 0 0 1 .0 0
2 -1 0 1 1 0 0 O
0 2 1 -1 0 0 10
2 0 3 -1 0 0 0 1
Baris 2 dikurang 2 kali baris 1 diperoleh
1 4 2 0 : 0 1 0 0
0 -9 -4 1 1 -2 0 0
0 2 1 -1 0 0 1 0
2 0 3 -1 0 0 0 1
Baris 4 dikurang 2 kali baris 1 diperoleh
1 4 2 0 0 1 0 0
0 -9 -4 1 1 -2 0 0
0 2 1 -1 0 0 1 0
0 -8 1 -1 0 0 0 1
Baris 2 dikali (—é) diperoleh
1 4 2 0 0 1 0 0
0 1 4 1 1 2 0 0o
9 9 9 9
0 2 1 -1 0 01 0
0 -8 1-1 0 0 0 1
Baris 3 dikurang 2 kali baris ke 2 diperoleh
1 4 2 0 0 1 0 0
0 1 4 1 1 2 0 o
9 9 9 9
oo 19 -=-7/9 : 2/9 -—-4/9 1 0
0 -8 1 -1 : 0 0 0 1
Baris 4 ditambah 8 kali baris ke 2 diperoleh
1 4 2 0 0 1 0 01
0 1 4 1 1 2 0
9 9 9 9
oo 1/9 -7/9 2/9 —-4/9 1 0
0 0 41/9 — - =
_ /9 —17/9 5 o 01
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Baris 1 dikurang 4 kali baris ke 2 diperoleh
1 o 2 4 4 1 0
9 9 9 9
0 1 4 1 1 2 0
9 9 ° "9 9
0 0o 1 7 2 4 1
9 9 9 9
o 0 41 17 8 16 0
- 9 9 9 9
Baris 3 dikali 9 diperoleh
1 0 2 4 4 1 0
9 9 9 9
01 ! 1 1 2 0
9 "9 " "9 9
o0 1 -7 : 2 -4 1
0 0 41 17 8 16 0
- 9 9 9 9
Baris4dikurang% kali baris 3 diperoleh
I L o 2 4 4 1 0
9 9 9 9
1 ! 1 1 2 0
9 9 9 9
0o o0 1 =7 2 -4 1
41
0o 0 0 30 —-10 20 Y
Baris 2 dikurang g kali baris 3 diperoleh
[ 2 4 4 1
%5 5 5 5 °
0 1 0 3 -1 2  —4/9
0o o0 1 -7 2 -4 1
41
0 0 0 30 —-10 20 ——

Baris 1 dikurang é kali baris 3 diperoleh

[l e T == =
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1 0 0 2 —4/9 1 0 0
0 1 0 3 -1 2 —4/9 0
0o 0 1 -7 2 —4 1 0
41
0 0 0 30 —-10 20 ey 1
Baris 4 dikali - diperolch
1 0 0 2 : —4/9 1 0 0
0o 1 0 3 : -1 2 —4/9 0
o 0 1 -7 : 2 -4 1 0
1 2 41 1
0 0 0 1 - = = —
3 3 270 30
Baris 3 ditambah 7 kali baris 4 diperoleh
10 0 2 : —4/9 1 0 0
o1 0 3 : -1 2 —4/9 0
o o 1 0 : -=-1/3 2/3 -=17/270 O
000 1 : -+ 2 ¥ 1
3 3 270 30
Baris 2 dikurang 3 kali baris 4 diperoleh
1 0 0 2 : —4/9 1 0 0
0 1 0 0 0 0 1/90 -1/10
0 0 1 0 -1/3 2/3 —17/270 0
oo 0 1. Loz o_m1
3 3 270 30
Baris 1 dikurang 2 kali baris 4 diperoleh
1 0 0 O +2/9  -—-1/3 827270 —1/15
0o 1 0 0 : 0 0 1/90 —1/10
0 0 1 0 -1/3 2/3  —=17/270 0
1 2 41 1
0 0 0 1 : —— - S -
3 3 270 30

Diperoleh matriks lengkap [ [, : A7 ]




60 90 82 -—18
1 lo o 3 =27
270 |90 180 —17 0
—90 180 —41 9

Maka invers dari A =A™ =

3.2 Solusi Sistem Persamaan Linier dengan Menggunakan Invers

Tinjau Sistem Persamaan Linier n variabel bebas berikut:
Ay Xy + A%, + AyaX3 + o+ A Xy = by
Ap1X1 + ApXy + ApzXz + -+ Ay Xy = by

Ap1 X + QX + ApaXs + -+ Ay X, = b,

Dapat dituliskan dalam bentuk AX = B, dimana

[ Q11 iz e Ay, T
Az A2 - @y
A= o adalah matriks koefisien yang berukuran n X n
Ldny Qpz - Opn-
_xl_
X2
X =| | matriks berukuran n x 1
_x”__
_bl_
b,
B = | ° | matriks berukuran n X 1
b, |

Jika matriks A dapat dibalik maka sisteiffffpersamaan linier AX = B tepat
mempunyai saggysolusi atau penyelesaian . Jika A1 adalah invers dari matriks
A maka solusi penyelesaian sistem persamaan linier AX = B diperoleh dengan
mengalikan A™! pada masing-masing ruas persamaan, yang diperoleh dengan
cara:
AX =B
(A"'A)X = A"' B, karena (A7'A) = I, maka
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I, X=A"'B

X =A'B
Jadi solusi atau penyelesaian Sistem Persamaan Linier dengan menggunakan
invers adalah X =A1B. (Persamaan 3.1)

Pada kasus Sistem Persamaan Linier dalam 4 variabel bebas akan ditentukan
penyelesaiannya denffiin menggunakan Invers.

2x1+x, — X3+ 2x, = 4

x1+2x, + x3—3x, =6

3xy —2x3+ x,=6

4x1—Xx5 + X3 —2x, =2

2 1 -1 2 Xy 4
Dimana A = ; {2} _12 _f X = ij dan B = g
4 -1 1 -2 Xy 2
1 0 0 1
e : : 01 00
Matriks identitas berses tml, = .
atriks identitas yang bersesuian , yaitu I, = =
0 0 0 1
Tuliskan matriks lengkap [A : I, |
21 -1 2 : 1 0 00
1 2 1 -3 :0 100
30 -2 1 : 0 0 10
4 -1 1 -2 : 0 0 0 1

Selanjutnya lakukan Operasi Baris Elementer dengan langkah berikut:

Menukarkan baris 1 dan baris 2 diperoleh

1 2 1 -3 01 .0 0
21 -1 2 1 0 0 O
3 0 -2 1 0 010
4 -1 1 =2 0 0 0 1
Baris 2 dikurang 2 kali baris 1 , diperoleh
1 2 1 =3 0 1 00
0 -3 -3 8 1 -2 0 0
3 0 -2 1 0 0 1 0
4 -1 1 =2 0 0 01
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Baris 3 dikurang dengan 3 kali baris 1 , diperoleh
1 2 1 -3 : 0 1
0 -3 -3 8 : 1 =2
0 -6 -5 10 : 0 -3
4 -1 1 -2 : 0 O

Baris 4 dikurang dengan 4 kali baris 1 , diperoleh
1 2 1 -3 : 0 1
0 -3 -3 8 : 1 -2
0 -6 -5 10 : 0 -3
0 -9 -3 10 : 0 -4

1
Baris 3 dikurang dengan 2 kali baris 2 , diperoleh

1 2 1 -3 : 0 1
0o -3 -3 8 : 1 =2
0 0 1 -6 : =2 1

0 -9 -3 10 : 0 -4

Baris 4 dikurang dengan 3 kali baris 2 , diperoleh

1 2 1 -3 : 0 1
0O -3 -3 8 : 1 =2
0 0 1 -6 : =2 1
0O 0 6 —-14 : -3 2

Baris 4 dikurang dengan 6 kali baris 3 , diperoleh

1 2 1 -3 : 0 1
0O -3 -3 8 : 1 =2
0 0 1 -6 : -2 1
0 0 O 22+ 9 -4

Baris 2 ditambah dengan 3 kali baris 3 , diperoleh

1 2 1 =3 : 0 1
0 -3 0 =10 : =5 1
0 0 1 -6 : -2 1
0o 0o 0 22 : 9 -4
Baris 1 dikurang dengan baris 3 , diperoleh
1 2 0 3 : 2 0
0o -3 0 =10 : =5 1
o o0 1 -6 : -2 1
o 0 o0 22 : 9 -4

R oo oR oo Sl oRoo
o oo Lo oo Lo oo _mo o o
mro oo

o o O
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Baris 4 dikali dengan ﬁ , diperoleh

1 2 0 3 20 -1 0
0 -3 0 -10 : =5 1 3 0
0 0 1 -6 : =2 1 1 0

9 -4 6 1
0 0 0 1 P = = = =

Baris 3 ditambah dengan 6 kali baris 4 , diperoleh

1 2 0 3 : 2 0 ~1 0
0 -3 0 —-10 : -5 1 3 0
o o 1 0 : 5/11 -1/11 18/11 2/11
0o o o 1 : 9/722 -2/11 3/11 1/22

Baris 2 ditambah dengan 10 kali baris 4 , diperoleh

1 2 0 3 : 2 0 -1 0

0 -3 0 0 : —10/11 -9/11 63/11 5/11
o o0 1 0 : 5/11 —1/11 18/11 2/11
0o 0 o0 1 : 9/22 —2/11 3/11 1/22

Baris ke | dikurang dengan 3 kali baris 4 , diperoleh
1 2 0 0 : 17/22 6/11 -=20/11 -=-3/22

0 -3 0 0 : -—-10/11 -9/11 63/11 5/11
o 0 1 0 : 5/11 -1/11 18/11 2/11
0o 0 0 1 : 9/22 -—2/11 3/11 1/22

Baris ke 2 dikali dengan (_1/3 ) . diperoleh
1 20 0 : 17/22 6/11 -20/11 -3/22

01 0 O 10/33 3/11 -21/11 -5/33
00 1 0 5/11 -1/11 18/11 2/11

o o o 1 : 9/22 -=2/11 3/11 1/22

Baris ke | dikurang dengan 2 kali baris ke 2 , diperoleh

1 0 0 O 121/726 0 2 -77/726
01 0 0 : 10/33 3/11 -21/11 -5/33
0 01 0 5/11 -1/11 18/11 2/11

0 0 0 1 9/22 -2/11  3/11 1/22
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Invers dari A adalah

121/726 0 2 —77/726
| 10733 3/11 -21/11 —5/33

A 5/11  —1/11  18/11  2/11
9/22 —2/11 3/11 1/22
121 0 1452 —77

1 1220 198 -—1.386 -—110

726 | 330 —66 1.188 132
297 =132 198 33

Solusi Sistem Persamaan Linier adalah X = A~! B, sehingga diperoleh

121 0 1452 =77
_ 1 220 198 -1386 -110 6
726 [ 330 —66  1.188 132

297 —132 198

(121 X 4) + 0 + (1.452 x 6) — (77 X 2)
1 (220 x 4) + (198 X 6) — (1.386 X 6) — (110 X 2)
~ 726 | (330 X 4) — (66 X 6) + (1.188 X 6) + (132 X 2)
(297 x 4) — (132 X 6) + (198 X 6) + (33 X 2)

Maka penyelesaian Sistem Persamaan Linier adalah

X 9.042
y=|%| =L |-8844
xs| ~ 726 | 8.316
X4 1.680
- 9.042 -
726
8.844
_| 726
X=| 8316
726
1.680
726 |
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2 1 112 28
1 1 3||1]|=1|72
3 2 11123 131

2 1 17[1] [40]
1 1 3|27 =61
3 2 11111] 168

2 1 11571 [39]
1 1 3[|27|=|38
3 2 11121 171

1 1 3||18|=]66
3 2 1l91 1108

2 1 17J20 55
1|l ]|
3 2 11114 76

Hasil encodingnya adalah :
2872314061 68 39 28 71 69 66 109 55 63 76

2 1 17][21] '69‘

Selanjutnya ditentukan invers matriks encodingnya, karena matriks A
berukuran 3x3 maka matriks identitas yang digunakan adalah
1 0 0
0 0 1
Tulis matriks lengkap [A : [ |
21 1: 10 0
\1 1 3: 01 U‘
3 2 1: 00 1
Selanjutnya lakukan Operasi Baris Elementer sehingga hasil akhir berbentuk
[I;: A71].

Baris 1 ditukar dengan baris 2, diperoleh:

11 3: 01 0
2 1 1: 10 0
32 1: 00 1
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Baris 2 dikurang 2 kali baris 1 diperoleh

1 1 3 : 0 1 0
’{]—1—5: —20‘

3 2 1: 0 0 1

[y

Baris 3 dikurang 3 kali baris 1 diperoleh

1 1 3 :01 0
\0 -1 =-5: 1 =2 0‘

0 -1 -8: 0 -3 1

Baris 3 dikurang baris 2 diperoleh

1 1 3: 0 1 0
\0 -1 -5: 1 -2 0‘

0o 0o -3: -1 -1 1

Baris 1 ditambah baris 2 diperoleh
1 0 -2: 1 -1 0
\0 -1 -5: 1 =2 (}‘
o 0 -3: -1 -1 1
Untuk menghindarkan perhitungan dengan menggunakan pecahan, kolom ke
3 dikalikan dengan Kelipatan Persekutuan Terbesar ( KPK) , yaitu baris 1
dikali dengan 15, baris 2 dikali (-6) , dan baris 3 dikali 10 diperoleh
15 0 =-30: 15 =15 0
0 6 30 : -6 12 0
0 0 -30: -10 —-10 10

Baris 2 ditambah baris 3 diperoleh
15 0 -30: 15 -15 0
[{] 6 0 : =16 2 1{}‘
0 0 -30: -10 —10 10

Baris 1 dikurang baris 3 diperoleh
15 0 0 : 25 -5 -10
\(} 6 0 : —-16 2 10 ‘
0 0 -30: =10 =10 10

Baris 1 dikali 1/15 diperoleh

10 0 : 5/3 -1/3 -2/3
Io 6 0 : —16 2 10]
0 0 —30: —10 —10 10
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Baris 1 dikali 1/6 diperoleh

1 0 0 5/3 -1/3 -=2/3
\0 1 0 -8/3 1/3 5/3‘
0 0 -30: -10 -10 10
Baris 3 dikali (- 1/30) diperoleh
1 0 0o: 5/3 -1/3 -=2/3
’{] 1 0: —-8/3 1/3 5,’3‘
o o0 1: 1/3 1/3 -1/3
Langkah ini menghasilkan bentuk [ I3 : A7*].
Maka Invers matriks encoding adalah
5 1 27
3 3 3
A= 8 1 5
3 3 3
1 1 1
L3 3 3
5 -1 -
At =1/3 \—8 1 5 ‘
1 1 -1

Pihak penerima pesan untuk membaca pesan harus mengubah pesan yang
diterima dengan proses decoding dengan cara mengalikan pesan yang sudah
diencoding dengan invers matriks encodingnya, yang diperoleh sebagai

berikut:
5 —=1 -=21[28 2]
1/3 \—8 1 5 “72‘ =11
1 1 —-11131 | 23]
(5  —1 =21[140] 1]
1/31-8 1 51]|61l|=1|27
[ 1 1 -—11168] 1111
5 —1 —=21[39] 5]
1/31-8 1 5(138[=127
[ 1 1 —=11171] | 2 ]
5 =1 -=21169 21
1,3[_8 1 5”66]=|18]
1 1 —111108 9
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5 —1 —2][55] [20
1/3|-8 1 5 ||63]|=|1
1 1 -1ll7el l14

Maka pesan aslinya dapat diketahui si penerima dan pengirim pesan.
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BAB 4. SISTEM PERSAMAAN LINIER BANYAK
VARIABEL BEBAS DENGAN MENGGUNAKAN
METODA CRAMER

4.1. Determinan dengan Ekspansi Kofaktor
Determinan suatu matriks bujur sangkar [21] A = det. A ,ditulis |A|. Salah
satu cara untuk menghitung determinan adalah menggunakan Ekspansi
Kofaktor terhadap satu baris atau satu kolom.
Qi1 Gy Oy
Misalkan A = \a21 z2 Az
@31 Qzz Az
Untuk menentukan determinan A jika digunakan ekspansi kofaktor terhadap
baris 1 maka [17]
detA=|A] = a;,Cyy + ay,Cp5 + ay5C3,
dimana C, 4, C;4, Cy 5 adalah kofaktor yang bersesuaian dengan elemen-elemen.
Cip = (1)"" My = My,
M;, adalah Minor yg diperoleh dengan mencoret baris ke 1 dan kolom 1.
M,, = |a22 az3
Qszz Q33
C2 = (_1)1+2M12 = =My,
M;,adalah Minor yg diperoleh dengan mencoret baris ke 1 dan kolom 2.

Mz = |a31 Az
Ciz = (_1)1+3M13 = M3,
M,; adflhh Minor yg diperoleh dengan mencoret baris ke 1 dan kolom 3.

| = dy3Qz3 — dyzdzy.

az1 Azl
= Q31033 — A3d3q.

M,:|a21 a22|:a, as — oo -
137 |lay,  as, 21032 — A22031-
[ @11 @12 s Qqp ]
Q31 Q32 - ayy
Jika A, xn = = [au], maka
L1 Qpz o pn
det.A terhadap ekspansi kofaktor sepanjang baris ke i adalah :
|A| = a;1Ciy + a;Ciz + 4+ ainCin (Persamaan 4.1)
det.A terhadap ekspansi kofaktor sepanjang baris ke j adalah :
Al = a,;Cy; + ayCyj + -+ a,,;Cy; (Persamaan 4.2)
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Jika A, = [aij], maka Minor dari a;; dilambangkan dengan M;; adalah
determinan dari submatriks Ayang diperoleh dengan mencoret elemen-elemen
pada baris i dan kolom ke j [18][22].

Kofaktor dari a;; ditulis C;; = (=1 M;; (Persamaan 4.3)
2 -1 3

Padakasus jika A=|3 0 1]
1 2 5

Determinan A ditentukan dengan menggunakan ekspansi terhadap baris ke 2.
Maka det.A = |Iq.| = (121(:21 + agg'c'gg + (123(:23

Cor = (-0 My = =31 3| =-(-5-6)=11.
Coo = (1M, = 2 I =10-3)=7

24 2 -1
Cs= (D> Mys = =[] S |=-(4+D=-5.
Maka det.4 = [A| = 3.(11) + 0.(7) + 1.(=5) =33 -5 = 28

2 3 0 4
Kasus jika A = 1 -2 3 0]

4 2 1 2

31 21

Determinan A jika dilakukan ekspansi sepanjang kolom ke 3, maka
|Al = a13C13 + @303 + az3Cs3 + a43Ciys

1 -2 0

M,=14 2 2(=[2-124+0-(0+2-8)]=-4
3 1 1

C3 = (_1)4M13 =—4
2 3 4

Myy,=14 2 2/=[(124+6+16)—(24+4+12)]=—-6
3 1 1

Co3 = (—1)°My3 = —(—6) = 6
2 3 4

Myy=11 2 0|=[(12404+4)—-(244+0+3)] =-11
31 1

C33 = (_1)6M33 =11
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2 3 4
Myz=|1 2 0[=[(B+0+8)—-((32+0+6)] =-22
4 2 2

Cas = (=1)" My = —(=22) = 22
Al = (0).(=4) + (3).(6) + (1). (11) + (2).(22) = 73

4.2. Determinan dengan Menggunakan Sifat-sifat Determinan

Untuk menentukan determinan matriks yang berukuran lebih dari 3x3
akan lebih mudah diselesaikan dengan menggunakan sifat-sifat determinan.
Sifagggifat determinan sebagai berikut:

1. det.(AB) = det.(A4) det.(B).

2. det.(A)T = lE3.(4).

iy iz g3 A1y Qg1 A3
Jika|A| = |Q21 G2z Q3| = |G12 Q2 A3z
a3y a3z sz Q13 Qy3 Q33
Q11 A1z 0 Aqy]
0 ap . ay,
3. Jika matriks segitiga atas A = , maka nilai

L0 0 .. 0 ap, -
determinan adalah perkalian elemen-elemen diagonal utamanya.
Jadi det.(A) = (ay1)- (az2)- (as3) .. (@y)-

4. Jika A,,, ,maka det.(kA) = k™ det.(A).
ayy Ay OGgz
JikaAd = |01 dzx Qo3
3y O3y Q33
2a,, 2a,, 2a,
2a,, 2a,, 2a,;
2a;, 2as, 2as;

;g A2 Qyz

maka det (24) = =23

a1 Ay Qzz
34 A3z Q33

1
det(4) ’

6. Jika matriks A memuat baris atau kolom nol, maka nilai det.(4) = 0.

5. det.(A"1) =

untuk det.(4) # 0.
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1 Q1 3
1 Gz Az =0

0 0 0

7. Jika menukarkan letak 2 baris atau kolom dari matriks A maka nilai
d&t .(A) menjadi negative dari determinan semula.

Qi1 @z g3 az1 Oz Az

ay; @y G4z

do1 B2 433

a3y Q32 A3z a3y dzz Qs

8. Jika dilakukan penjumlahan baris dengan kelipatan baris yang lain
pad§Ehatriks A maka nilai determinan tidak berubah ( tetap).

B B2 B3 a1y a2 13

z1 Qzz Q23 @1 —3a11 Gy — 3@z @3 — 3aps

31 Q3 U3z

az as; Q33

9. Jika matriks A memuat dua baris atau kolom yang sama atau
bdikelipatan maka nilai det.(4) = 0.

a9 3 a3

tp1 Q33 Qz3

2a,, 2a,, 2a,,

Karena baris ke 2 dan ke 3 berkelipatan maka nilai determinan = 0.

=0

Untuk kasus matriks yang berukuran 3x3, akan ditentukan determinannya
dengan menggunakan sifat determinan.

3 1 =2
1 3 4
6 -9 12
1 3 4
= —13 1 =2| (sifat 7: menukarkan baris 1 dan ke dua)
6 -9 12
1 3 4
=-3|3 1 =2 ( sifat ke 4 : 3 kali baris ke 3)
2 -3 4
1 3 4 1 3 4
==313 1 -=-2|=-3|0 -8 -—14| (sifatke8: b, —3b,)
2 -3 4 2 -3 4
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1 3 4
=-3|0 -8 -14 (sifat ke 8: b; — 2b,)
0 -9 -4
1 3 4
==-3.(-40 2 7 (sifatke 4 : (—4) baris ke 2)
0 -9 -4
1 3 4
=12.( %) 0 18 56| (sifat ke 4 : baris ke 2 dikali 9 maka det. menjadi
0 -9 -4
1/9 determinan semula)
1 3 4
=12.(3).(-=3)[0 18 56| (sifat ke 4 : baris ke 3 dikali (-2) maka det
0 18 8
menjadi ( — %) determinan semula )
) 1 3 4
= (5).(-6) |0 18 56 | (sifatke8: by — by)
0 0 -48

= (— f) (1)(18)(—48) (sifat ke 3 : perkalian elemen diagonal utama)
= 576

Untuk kasus matriks A berukuran 5x5, dimana
2 3 1 0 5
-3 4 2 3 1
Al=14 2 -6 8 10|
1 0 2 4 3
2 3 =2 3 4
Nilai determinan matriks A ditentukan dengan menggunakan sifat- sifat

determinan dengan langkah sebagai berikut:

2 3 1 0 5 1 0 2 4 3
-3 4 2 3 1 -3 4 2 3 1
4 2 -6 8 10|=-|4 2 -6 8 10
1 0 2 4 3 2 3 1 0 5
2 3 -2 3 4 2 3 -2 3 4

(sifat ke 7 : menukarkan baris 1 dan baris 4)
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1 0 2 4 3

-3 4 2 31
==-212 1 -3 4 5
2 3 1 0 5

2 3 =2 3 4

(sifat ke 4 : baris ke 3 dikali dengan 4 , maka determinan menjadi 2 kali
determinan semula)

1 0 2 4 3
0 4 8 15 10
= -=212 1 =3 4 5 | (sifat ke 8 : baris 2 ditambah 3 kali baris 1)
2 3 1 0 5
2 3 -2 3 4
1 0 2 4 3
0 4 8 15 10
= =20 1 -5 —4 —1|(sifatke 8: baris 3 dikurang 2 kali baris 1)
2 3 1 0 5
2 3 =2 3 4
1 0 2 4 3
0 4 8 15 10
=-210 1 -5 —4 -1
0 3 -3 -8 -1
2 3 =2 3 4

sifat ke 8 : baris 4 dikurang 2 kali barisl)

—

(sifat ke 8 : baris 5 dikurang 2 kali baris1)

I
|
)
S
[
|
(93]
|
.
|
H

(sifat ke 7 : menukarkan baris 2 dan 3)

Il
()
S oo o =
.
co
=
(¥p]
[
o]

48




S oo o =

I
B
oo o =

I
[g8]
cCoocoR

= 2.(2)

W w

W = o

0o 2 4 3

-1
14 |(sifat ke 8 : baris 3 dikurang 4 kali baris2)
-1
-2

2 4 3

-1

14 |(sifat ke 8 : baris 4 dikurang 3 kali baris2)
16 6

-2

2 4 3

-1

14 |(sifat ke 8 : baris 5 dikurang 3 kali baris2)
16 6

11 7 1

0 2 4 3

1 -5 —4 -1

0 28 31 14|(sifatke 4 : baris 4 dikali 4 maka nilai
0 6 8 3

0 11 7 1

determinan menjadi 2 kali determinan sebelumnya )

1
0

= 4.(28) o

0
0

0 2 4 3

1 -5 JF ol 1

0 1 78 3 (sifat ke 4 : baris 3 dikali % maka
0 6 8 3

0 11 7 1

determinan menjadi 28 kali determinan sebelumnya)

= 4.(28)

oo o o

0 2 4 3

1 -5 oF

0 1 55 3 |(sifatke 8 : baris 4 dikurang 6 kali baris 3)
0 0 2

0 11 7 1
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10 2 4 3
01 -5 —4 -1
00 1 = =
= 4.(28) 28 2 |(sifat ke 8 : baris 5 dikurang 11 kali
0 0 0 35 O
00 0 3 _°
28 2
baris 3)
10 2 4 3
0 1 -5 7 71
= 4.(28).3)[0 0 1 35 3 |(sifatke 4 : baris 4 dikali = maka
1 0
0 0 0
53 9
00 0 . —;
determinan menjadi g determinan sebelumnya).
10 2 % 3
0 1 -5 7t
=4.38)0 0 1 55 3 |(sifat ke 8 : baris keSdikuranggkali
oo o L 0
o0 o 0 —
baris ke 4).

= 4.(38).().(D()(1).(—) = —684.

B b c d
Pada kasus jika diketahui determinan f f g ‘?“ =-8
m n 0 Pp
B-3i —3j —3k -3l
Akan ditentukan determinan dari 2at+e 2b+f 2c+g 2d+h
4a 4b 4c 4d
m n 0 p

dengan menggunakan sifat-sifat determinan .

Langkahnya s@agai berikut:

i j k1
—8=—|F€ f g h
a b ¢ d
m mn 0 P
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=—(-|¢ f g h
3 a b c d
m n o p

3 -3j -3k _3]

2(1) e f g h
3/le+2a f+2b g+2c h+2d

m n (0] p
-3t @3 -3k -3l
—8——(1) 2a+e 2b+f 2c+g 2d+h
- 3/ g b c d
m n 0 p
—3i —3j —3k  —3I
-8=-(i) (1y[2a+e 2b+f 2c4+g2d+h
3/ 047 4q 4b 4c 4d
m n 0 p
—3i -3j -3k -3l
—8——(i) 2at+e 2b+f 2c+g 2d+h
12/ 4q 4b 4c 4d
m n 0 p
g3 -3 3k -3l
Maka 2a+e 2b+f 2c+g 2d+h
4a 4b 4c 4d
m mn (0] p
=(-12).(-8) =96

4.3. Solusi Sistem Persamaan Linier dengan Metoda Cramer

Jika A = [a;;| adalah matriks bujur sangkar berukuran n X n dan (j;
kofaktor dari a;;. Maka matriks

Gy Gz o Gy
Cyy €y Con
B = ‘ adalah matriks kofaktor dari A.
Cnl CHZ Cnn
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Transpose dari matriks kofaktor A adalah

Cii Con

Cin Con

Gz Gy o

Cn1 1
Coz

Cn-

disebut adjoint dari A , ditulis adj (A4).

1 2

3
Jika matriks A = \3 -2 4‘
3

5 5

Menentukan matriks kofaktornya sebagai berikut.

Ci1 = (—1)*M,
Ciz = (_1)3M12
Ci3 = (_1)4M13
€y = (=1)°My,
Co = (1)" My,
Ca3 = (—1)°My;
€3 = (_1)4!"431
C32 = (_1)5M32

C33 = (‘UW%
Cyy
Kofaktor dari A = |Cy4

Cl 1 C2 1
Cl 2 C2 2
Cl 3 C2 3

Adjoint A =

‘52 §|=(—6—20)=—26
—‘g g‘=—(9—2[})=11
g ‘52|=(15+10)=25

2 3| el
—\5 S =-6-15=9
1 3

= =(3-15) = —12
5 3
1 2
= 5‘:-(5-10):5
=12 3=@+6 =14
1 3
=-|; 4‘=_(4_9)=5
=3 2|=-66-10=5
4f:'12 613
C22 C23
C32 CS3
11 25
~12 5‘
5 5
C3q
CBIZ
CB.'S
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-26 9 14
=\11 -12 5‘

25 5 5
Adjoint A dapat digunakan untuk menentukan Invers dari matriks A yaitu:
-1 _ 1 .
A = Reti) .adj(A) ( Persamaan 4.4)
2 1 -1 2
Pada kasus A = ; ﬁ _E _13
3 -1 1 -2

Untuk menentukan A~! dengan menggunakan adj(4)  dilakukan dengan
cara berikut.

2 1 -3
Cy =DM, =0 -2 1
-1 1 =2

.12 1 1 -3
‘2‘1 —2‘_‘—2 1‘
=2M4-1D-(1-6)=6+5=11

1 1 -3
Ci2 = (_1)3M12 =-12 =2 1
3 1 =2

=17 L=l -3k T
=—{(4-1)-(-4-3)-312+6)}
=—(3+4+7-24)=14

2 1 2
Cis=(-D*My,,=[1 2 =3
S L L
22‘-1 -2_‘3 -2|+2‘3 -1‘

=2(-4-3)—(-2+9)+2(-1-6)
=2(-7) = (7)+2(-7) =-14—7 - 14 =-35

1 2 1
Cu=(1°My=-12 0 =2
2 31 N 11 2
2_{(_2)‘-1 1‘*’2‘3 —1‘}

=—{(-2)(2+ 1)+ 2(—1-6)}
=—(—6+14) = -8
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1 -1 2
G = (—1)3M21 =—-10 -2 1
-1 1 -2

-7 S+

=—(4-D+(-1+4)}

= —(3+3)=-6
2 -1 2
Cop =(1)*Mp = |2 =2 1
3 1 =2

2‘1 -2‘*‘3 -2|+2‘3 1‘
=2(4-1)+(-4-3)+2(2+6)

=2@3)+(-7)+2(8)=6—-7+16 =15

2 1 2
Cps =(=1)°Myz; = —[2 0 1
3 -1 -2

—{(—2) ‘_11 _22| - |§ —11‘}
= —{(-2)(-2 +2) — (-2 —3)}

=—(0+5)=-
2 1 =1
s=CEDMy, =12 0 -2
3 -1 1

-2 1 2 1 2 =2
_2‘1 _2""‘3 _2|+2‘3 1‘
=24 -1+ (-4-3)+2(2+6)
=23)+(=7)+28)=6-7+16=15
1 -1 2
2 1 -3
-1 1 =2

:H :3"'"-21 -2|+2‘-1 1
=(—2+3)+(-4-3)+2(2+1)

€3, = (_1)4M31 =

=(1-7+6)=0
2 -1 2
Cip=(=1)°M3, = —|1 1 =3
) 3 -1 -2
_{(2) ‘-1 ‘+ ‘3 —2‘ +2 ‘3 —2|}

=—A(=2)(-2+2)-(-2-3)}
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=—(0+5) =-5

2 1 2
Cis=(-1)°My3= (1 2 -3
2 3 a2
22‘-1 —2'|3 —2‘*'2‘3 -1|

= 2(—4-3)—(—2+4+9) +2(-1—6)
=(-14-7—14) = -35

2 1 -1
Caa=(—1D*M3; = [1 2 1
2 1 31_11 11 2
:2‘—1 1‘_|3 1|_‘3 —1‘

=22+1)-(1-3)—(-1—6)
=(6+2+7)=15

1 -1 2
C4y = (_1)5M41 =—-12 1 -3
0 -2 1

-5 Tl-215 30
=—{(1-6)-2(-1+4)}
= —(-5-6) =11

2 -1 2
Cop= (1M, =1 1 =3
2 =2 1

=2|%, Jl+l T2l 4
=2(1-6)+(1+6)+2(-2-2)
=(-10+7-8) =—11

2 1 2
Coz=(1D"Myz=—|1 2 -3
2 0 1

=20 =150 Tl ol

=—2(2) - (-1+6) +2(-4)}

=—(4-5-8)=9
2 1 -1
Cag = (_1)BM44 =1 2 1
2 0 -2

22‘3 _12‘_@ _12‘_‘; 3
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=2(-4)-(=2-2)- (4%

Cll
ClZ
ClB
-Cl4

Adjoint A =

11
14
—35
L -8

C21
CE2
623
Cas

-6
15
-5
15

(-8+4+4)=0

Ca
'C32
'CSB
Ca4

0
-5
—35

15

11
-11

9

0

|A] = a31Ca1 + A32C3p + A33C33 + A34C34
=(2) (0) + 0 — 2(=35) + (15) = 85

-1 o 1
A T det(a)

1
85

.adj(4)
11 -6
14 15

—35 -5
-8 15

0 11
-5 =11
—35 9

15 0

Penyelesaikan Sistem Persamaan Linier dalam n variable bebas dapat
menggunakan determinan .

Dari persamaan (3.1) X = A™'B

_xl_
X3

[,

dan dari persamaan (4.4)

A—l

_bl_
b,
= A_l )
b,
1 .
" det(4) -adj(4)
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Cll 621 C‘nl
612 622 an
— 1 :
" det(4)
Cl?‘l 62?‘1 CTITI-
Maka
C11 Ca1 oo Cua] b
Ciz Cpz ... Cyaf |b2
1 .. .
T det(A)
—Cln CZn Cnn— b,
_xl_
X3
JikaX =| |, maka
™
-bl-
b,
1
Y = dew U G2 C]
b, ]
1
= m [Cljbl + Czjbz + + anbn]

maka sistem tersebut mempunyai penyelesaian tunggal. Sehingga diperoleh
penyelesaiannya adalah:

™ |As] |4s] ™
X, =— Xo =—— Xo=— _..... X, = — denecan |A 0.
1= X2 T ) X3 T Ty e X = ) dengan 1A #

Matriks A; adalah matriks yang diperoleh dengan mengganti elemen kolom ke

jdari A dengan elemen pada matriks B.
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Gy Gy - gp

Az1 Qzz - dzp
Jika |A] =

:

Un1  Qpa Ann
maka

@Gy @ - by ay,

dzqx Qg3 - by ay,

|4;] =
an] anE e bn e ann

Aturan penyelesaian Sistem Persamaan Linier ini disebut Aturan Cramer atau

Metoda Cramer.

Secara umum penyelesaian Sistem Persamaan Linier dengan Aturan Cramer
_ 14l

ditulis x; = Tl ,j =12 ..,ndimana |A] # 0 (Persamaan 4.5)

—2x+3y—z=4
Pada kasus Sistem Persamaan Linier [Bx +2y+3z=1
2x —y+3z=12
Menetukan solusi SPL.  dengan menggunakan Metoda Cramer dilakukan
sebagai berikut.

Tulis dalam bentuk persamaan AX = B , dimana

-2 3 X 4
DimanaA =1 3 2 3 ,X=Iyl,8=\1‘
2 -1 3 z 2
E | =
Maka |[A] = | 3 2 3 | dengan menggunakan ekspansi kofaktor
2 -1 3

=22 313 3= 2
=(=2)(6+3)=3(9—6)— (-3 —4)

=(=2)(9)-336)-(7)
Al =-18—9+47=-20
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Determinan A;diperoleh dari determinan A dengan mengganti kolom ke 1
dengan B

4 3 -1
Maka |[A;| = |1 2 3
2 -1 3

=@ 2 5|3l 5= 2
=) (6+3)-33-6)—(-1—4)
=(4)(9) =3(-3) = (-5)

|A;] =36+9+5=50

Determinan A, diperoleh dari determinan A dengan mengganti kolom ke 2
dengan B

-2 4 -1

3 1 3

2 2 3
1 3 3 31 13 1
=(=2) ‘2 3_4|2 3_‘2 2
=(-2)(3-6)—4(9-6)—(6—2)
=(=2)(-3)-43)- @

14,] =6-12—4=—10

Determinan A, diperoleh dari determinan A dengan mengganti kolom ke 3
dengan B

Maka |A,| =

-2 3 4
Maka |[A;] = | 3 2 1
2 -1 2

= |2 Gl =3l3 o +ely A
=(-2)(4+1)-3(6-2)+4(-3—4)
=(-2) (5)—3(4) +4(-7)

|A;] =-10-12-28 =-50
Sehingga diperoleh :
_lal 50 s
Tl —20 0 2
Ayl -10 1
T lal T —20 2
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_ |A3| _ —-50 _ 5
Al  -20 2
Jadi solusi Sistem Persamaan Linier tersebut adalah

X _15 -5
Z 5 5
2

e, +x, — x3 +2x4 = 4
X, +2x;+ x3 —3x, =6
3x;, —2x3+ x,=6
4x; =X+ X3 —2x4 =2

Pada kasus Sistem Persamaan Linier

Menentukan solusi SPL. dengan menggunakan Metoda Cramer dilakukan

sebagai berikut.
Tulis dalam bentuk persamaan AX = B , dimana

2 1 -1 2 Xy 4
1 2 1 -3 X, 6
A= X = B =
3 0 -2 17/ X3 H
4 -1 1 =2 Xy 2

maka determinan A

2 1 -1 2 1 2 1 -3
|./-1|=1 2 1 -3|__12 1 -1 2
3.0 -2 1 3.0 =2
4 -1 1 -2 4 -1 1 -2
1 2 1 -3
— g _03 __23 Ei (baris 2 dikurang 2 kali baris 1)
4 -1 1 -2
1 2 1 =3
=_|0 -3 -3 8 (baris 3 dikurang 3 kali baris 1)
0 -6 =5 10
4 -1 1 -2
1 2 1 -3
=_0 -3 -3 8 (baris 4 dikurang 4 kali baris 1)
0 -6 =5 10
0 -9 =3 10

( menukar baris 1 dan 2)
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oo O =

=N

Co o

oo o =

0

1
-3
1
-3

1
-3
1

6

1
-3
1

6

1
-3
1

0

-3
8
—6
10

(baris 3 dikurang 2 kali baris 2)

-3
8

—6

—14

(baris 4 dikurang 3 kali baris 2)

-3
8

-6

—14

(baris 4 dikurang 6 kali baris 3)

-3
8
—6
22

(baris 4 dikurang 6 kali baris 3)

Al = —=(1).(=3).(1).(22) = 66

Determinan A,diperoleh dari determinan A dengan

dengan B

4

6 2
Al =
4, =8 2

2

By © N

B O N

I I
= = L

=W o

-1

1
-2
-1

mengganti kolom ke |

2 2 -1 1 =2
—3[=_[6 2 1 -3 (menukar baris 1 dan 4)
1 6 0 =2 1
-2 4 1 -1 2
-2
13 ( baris ke 2 dikurang 3 kali baris 1)
2
-2
g ( baris ke 3 dikurang 3 kali baris 1)
2
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( baris ke 4 dikurang 2 kali baris 1)

oo O M
WL Ul
dn

o~ W

( baris ke 4 dikurang baris 3)

oo oM
|
:::-w:.n,_,

2 -1 1

_1lo 15
3]0

)

1

1

3

(3,

oo oM

oo oM

0

2
0

0
0

=(%)-G

-1
15

15
0

-1
15

0
0

-1
15

0
0

-1
15
0
0

( baris 2 kali dengan 3 )

1
—6
—25

2

1
—6
-19

2

-1 1
-6
—38

2

1
—6
2
— 38

1
—6
2
0

-2
9

35
-1

=2
9

26
-1

-2

-2
9
-1
52

-2

9'1 ( baris 4 ditambah 19 kali baris 3)

33

9
52
-1

( baris 3 kali dengan 5 )

( baris 3 dikurang baris ke 2)

( baris 3 dikali dengan 2)

( menukar baris 3 dan baris 4)

). (2).(15).(2).(33) = 66
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Determinan A,diperoleh dari determinan A dengan mengganti kolom ke 2

dengan B
2 4 -1 2 1 6 1 -3
4=l 6 1 -3|__[2 4 -1 2
7 e —2 1 3 6 -2
4 2 1 =2 4 2 1 =2
1 6 1 -3
S g _68 _2 81 (baris 2 dikurang 2 kali baris 1)
4 2 1 -2
1 6 1 -3
— g _182 _g 180 (baris 3 dikurang 3 kali baris 1)
4 2 1 -2
1 6 1 -3
- — g _182 _g 180 (baris 4 dikurang 4 kali baris 1)
0 -22 -3 10
1 6 1 -3
= (3|0 —48 —18 4814, 452 dikali dengan 6)
e 10 =12 =5 10
0 -22 -3 10
1 6 1 -3
=-(2).0 g ‘ig ‘;2 jg (baris 3 dikali dengan 4)
0 =22 -3 10
1 6 1 -3
= _G),(i) g _38 _128 4% (baris 3 dikurang baris 2 )
0 -22 -3 10
1 6 1 -3
=-(3).0.0 g —08 ‘3 88 (baris 2 dikali 1/6)
0 —-22 -3 10

(menukar baris 1 dan 2)
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1 6 1 -3

-(i).(i)g ‘38 ‘_323 fg (baris 2 dikali 11 )
0 -22 -3 10

1 6 1 -3
_ Y\ () 4|0 —-88 -—-33 88 - T
=-(3).(3)& o o0 ) Ol baris 4 dikali 4)
0 —-88 -—12 40
1 6 1 -3
1 1y 1,]0 —88 —33 88 - - -
=— (;) . (E) (Z) 0 o 5 _g (baris 4 dikurang baris 2 )
0 0 21 -48

1 6 1 =3

=-(3).(3)-G)-=2 g ‘38 ‘f3 848 (baris 3 dikali -1/2 )

0 0 21 -48

=_(i),(i).(i).(-2).(3)‘1} ‘28 ‘23 gg (baris 4 dikali 1/3)
4/ "\11/) " \4 0 0 1 4
0 0 7 -16

1 6 1 =3
1 (1) (1 0 —-88 -33 88 - - T
= (Z)' (E) . (; ) (3) 0 0 1 4 (baris 4 dikurang 7 kali baris 3)
0 0 0 -—44

1 1

421 = (3)-(Z)-(5)- 3)- (D). (-88). (1). (—44) = 132

4 11

Determinan A, diperoleh dari determinan A dengan mengganti kolom ke 3

dengan B
2 1 4 2 1 2 6 -3

|Az] = ; ﬁ 2 _13 =- g é g ( menukar baris 1 dan 2)
4 -1 2 =2 4 -1 2 =2
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1 2 6 =3
-0 -3 -8 8 ( baris 2 dikurang 2 kali baris 1 )
3 0 6 1
4 -1 2 =2
1 2 6 -3
_ o -3 -8 8|, ... { bari
==lo -6 —12 10 ( baris 3 dikurang 3 kali baris 1)
4 -1 2 =2
1 2 6 -3
=—[0 =3 -8 8| pbaris4 dikurang 4 kali baris 1)
0 -6 =12 10
0 -9 =22 10
1 2 6 =3
-0 =3 -8 8 ( baris 3 dikurang 2 kali baris 2 )
0 0 4 -6
0 -9 =22 10
1 2 6 =3
=_0 3 -8 8 ( baris 4 dikurang 3 kali baris 2 )
0 o 4 -6
0 0 2 =14
1 2 6 =3
=-2(% =3 =8 8| baris3 dikali dengan % )
0 o 2 -3
0 0 2 —14
1 2 6 =3
=_2/0 -3 -8 8 ( baris 4 dikurang baris 3 )
0 o 2 =3
0O o0 0 -11

43| = (=2). (1).(=3).(2).(~11) = 132

Determinan A, peroleh dari determinan A dengan mengganti kolom ke 4
dengan B
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|f‘14| =

W o -

= o o =

=N =T oo o =

oS o=

o o=

1
-1
-2

1

6
4

2

( menukar baris 1 dan 2)

( baris 2 dikurang 2 kali baris 1)

( baris 3 dikurang 3 kali baris 1)

( baris 4 dikurang 4 kali baris 1)

( baris 3 dikurang 2 kali baris 2)

( baris 4 dikurang 3 kali baris 2 )

2 1 -1 4 1 2
1 2 1 6[__|2 1
3 0 -2 6 3 0
4 -1 1 2 4 -1

2 1 6

-3 -3 -8

0 -2 6

-1 1 2

2 1 6

-3 -3 -8

-6 =5 —12

-1 1 2

2 1 6

-3 -3 -8

-6 -5 —12

-9 -3 -22

2 1 6

-3 -3 -8

0 1 4

-9 -3 -22

2 1 6

-3 -3 -8

0 1 4

0 6 2

2 1 6

-3 -3

0 1

0 0 -22

Al = =(1).(=3).(1).(=22) = —66

Sehingga diperoleh :
_ A4l 66
1= 4 = e
_lAapl 132
2= m T 66

=1

_48 ( baris 4 dikurang 6 kali baris 3 )
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_lAsl _ -132

= =—=-2
374 66
[A,l —66
4 = - = —1
14| 66

Jadi solusi Sistem Persamaan Linier tersebut adalah

X1 1
X2l | 2
Xy -1

4.4.Penerapan Masalah Real
Kasus 1

ni, Dina, dan Cinta adalah 3 bersaudara. Jumlah usia mereka bertiga adalah
28 tahun. Jumlah usia Ani ditambah 2 tahun dan usia Dina ditambah 3 tahun
sama dengan 5 tahun ditambah tiga kali usia Cinta. Dua kali usia Ani
dikurangi usia Dina kemudian ditambah usia Cinta sama dengan 13 tahun.
Urutkan usia mereka dari yang paling tua.

Misalkan usia Ani = x, usia Dina = y , dan usia Cinta = z
Diperoleh persamaan :
x+y+z=128
[(x+2)+m+3) =543z
2x—y+z=13
x+y+z =28
[ x+y—3z=0
2x—y+z=13
Ditulis dalam Sistem Persamaan Linier AX = B

1 1 1 X 28
1 1 =3 [yl =10
2 -1 1 Zz 113

1 1 1 1 1 1
Maka |A]=(1 1 —-3|=|0 0 —4| (baris2kurang baris 1)
2 -1 1 2 -1 1
1 1 1
=|0 0 —4|(baris 3 kurang 2 kali baris 1)
0 -3 -1
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1 1 1
0 -3 -1
0 0 -4

( baris 2 ditukar dengan baris 3)

Al = (). (1).(=3).(=4) = 12

Determinan A,diperoleh dari determinan A dengan mengganti kolom ke 1

dengan B ( dengan menggunakan kofaktor)

28 1 1
Maka |4;]=|0 1 -3
13 -1 1

=@ | el

=(28)(1—3) + 13(-=3 — 1)
1A, = (28)(~2) + 13(—4) = —56 — 52 = —108

Determinan A,diperoleh dari determinan A dengan mengganti kolom ke 2

dengan B ( dengan menggunakan kofaktor)

1 28 1
Maka |[A;] =1 0 -3
2 13 1
28 1 1 28
__‘13 1|+3‘2 13
= —(28 — 13) + 3(13 — 56)
1A, =—15—129 = —144

Determinan Aj diperoleh dari determinan A dengan mengganti kolom ke 3

dengan B ( dengan menggunakan kofaktor)

1 1 28
Maka |[A;] =1 1 0
2 -1 13
S| 2L 2
-1 13 2 13
= —(13 +28) + (13 — 56)
14,] =—41—43 = -84
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Sehingga diperoleh :

a4l _ —108 _
|A| —-12
|Az| —144
|A] -12
|As| -84

—_ —3 — — 7
lA| -12

Urutan usia mulai yang tertua adalah Dina, Ani dan Cinta

Kasus 2

Untuk keperluan konstruksi PT MAJU setiap minggu membeli 4 jenis semen
grade A, B, C dan D. Minggu pertama membeli 10 sak semen grade A , 20 sak
semen grade B, 10 sak semen grade C dan 10 sak semen grade D dengan
jumlah $ 120. Minggu ke dua membeli 20 sak semen grade A , 10 sak semen
grade B, 40 sak semen grade C dan 10 sak semen grade D dengan jumlah $
120. Minggu ketiga membeli 20 sak semen grade A , 10 sak semen grade B,
10 sak semen grade C dan 30 sak semen grade D dengan jumlah $ 190. Minggu
keempat membeli 30 sak semen grade A , 10 sak semen grade B, 20 sak semen
grade C dan 20 sak semen grade D dengan jumlah $ 190. Akan ditentukan
berapa harga masing-masing jenis semen tersebut.

Misalkan semen Grade A= x, , semen Grade B= x, , semen Grade C= x; dan
semen Grade D= x,
Dapat ditulis dalam Sistem Persamaan Linier

10x,+20x, + 10 x5 + 10x, = 120

20x;+10x, + 40x; + 10x, = 120

20x;+10x;, + 10 x5 + 30x, = 190

30x;+10x, + 20x; + 20x, = 190
Menentukan solusi SPL. dengan menggunakan Metoda Cramer dilakukan
sebagai berikut.
Tulis dalam bentuk persamaan AX = B , dimana

10 20 10 10 X1 120

20 10 40 10 X2 120
A= X = ,B =

20 10 10 30f X3 190

30 10 20 20 4 190
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maka determinan A

10 20 10
Al =20 10 40
20 10 10
30 10 20
1 2 1
2 1 4
= (10)*
10 2 1 1
3 1 2
1 2 1
— (100 -3 2
(10) 2 1 1
3 1 2
1 2 1
0o -3 2
= (10)*
(10) 0 -3 -1
3 1 2
1 2 1
0 -3 2
= (10)*
(10) 0 -3 -1
0 -5 1
1 2 1
0 -3 2
= (10)*
(10) 0 0 -3
0 -5 1
1 2
— 1{] 4‘ E U _15
10", o
0 -5
1
_ 4 (1 1,10
=0".(;).D|,
0
1
=0 (1).(H|°
a0 (3)-H|,
0

10
10
30
20
1
; (10 kali baris 1, baris 2 baris 3, baris 4)
2
1
‘31 (baris 2 dikurang 2 kali baris 1)
2
1
‘11 (baris 3 dikurang 2 kali baris 1)
2
1
‘il (baris 4 dikurang 3 kali baris 1)
1
1
_; (baris 3 dikurang baris 2)
1
11
1;’ 'g (baris 2 dikali 5)
11
2 1 1
‘}}5 1;’ =S| (baris 3 dikali 3)
15 3 3
2 1 1
_[1}5 1;} =5 (baris 4 dikurang baris 2)
0 -7 8
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1= a0 ()

1 2 1 1

—15 10

o ‘15; (baris 3 dikali 7)

0 0 -7 8

1 2 1 1
>) g _}}5 _E[i ‘12 (baris 4 dikali 3)
0 0 -21 24
1 2 1 1
%) g _{1}5 _12[1 Ii (baris 4 dikurang baris 3)
0 0 0 10

1
3

2).(3). ). (-15).(-21).(10) = 300.000

Determinan A; diperoleh dari determinan A dengan mengganti kolom ke |

dengan B
120 20
_ {120 10
4= 1190 10
190 10
12 2 1
12 1 4
=(10)*
(10) 19 1 1
19 1 2
12 2 1
0 -1 3
=(10)*
(10) 19 1 1
19 1 2
12 2 1
0 -1 3
=(10)*
(10) 19 1 1
19 1 2

10
40

10
20

W = =
Nw o = 2

MW S =

10
10
30
20

(10 kali baris 1, baris 2 baris 3, baris 4)

( baris 2 dikurang baris 1)

( baris 2 dikurang baris 1)
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12 2 1 1
=(10)* 109 _11 13 {3} ( baris 4 dikurang baris 3)
0o 0 1 -1

228 38 19 19

_ 4 (1|0 -1 3 0 . —
=(10)*. (=) o o5 |(aris 1 dikali19)
0 0 1 -1

228 38 19 19
=10t (3).5H].0 T3 ;L(tmﬂs3dei]2)

19 228 12 12
0 0 1 -1

228 38 19 19
=(10)*. (i) . (i) g —_216 _37 _{1]7 ( baris 3 dikurang baris 1 )
o 0o 1 -1
228 38 19 19
=(10*.(3).) g :f -gs _27 ( baris 3 dikurang 26 baris 2 )
o 0 1 -1
228 38 19 19
e (1) 2l 0 -1 3 0 . _
=(-)0% (%)) 0 o 1 2| ukar baris 3 dan baris 4)
0 0 -85 -17

228 38 19 19
~(=)(10)*. (1_19) (ﬁ) g _01 f 01 ( baris 4 dikurang 85 baris 3)
0 0 0 68

1411 ==(=)(10)*. (%) . (5 ) (228)(—1)(1)(68) = 680.000

Determinan A, diperoleh dari determinan A dengan mengganti kolom ke 2

dengan B
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10 120 10 10 1 12 1 1
20 190 10 30 2 19 1 3
30 190 20 20 3 19 2 2
12,3, dan 4)
1 12 1 1
~(10)* g ‘1192 f ‘31 ( baris 2 dikurang 2 kali baris 1)
3 19 2 2
1 12 1 1
—10)*|0 12 2 —1f yars 3 dikurang 2 kali baris 1)
0 -5 -1 1
3 19 2 2
1 12 1 1
_ +0 =12 2 -1 . . ) )
=(10) 0 -5 -1 1 ( baris 4 dikurang 3 kali baris 1)
0 -17 -1 -1
1 12 1 1
=(10)4(—f—?)g 2_“; ‘_314 117 ( baris 2 dikali - 17)
0 -17 -1 -1
1 12 1 1
Cear 1000 206 =34 17|, o
=(10)*( —)(5) 0 —& 1 1 ( baris 4 dikali 12)
0 —204 —12 -12
1 12 1 1
=(10)*(- D) () g 2_“54 ‘_314 117 ( baris 4 ditambah baris 2)
0 0 —46 5
1 12 1 1
=(10)*() g ‘_152 _21 ‘11 ( baris 2 dikali -1/17)
0 0 —46 5

baris
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1 12 1 1
=(10*(H)) g ‘_65“ i? ‘15 ( baris 2 dikali 5)
0 0 —46 5

1 12 1 1
_ acly 1410 —60 10 -5
-10* O [f

-60 -—12 12
0 0 —46 5

( baris 3 dikali 12)

1 12 1 1

_ 4l N1y 14|0 —60 10 =5
_(10) (12 )(5)(12) 0 0 _22 17

0 0 —-46 5

( baris 3 dikurang baris 2)

1 12 1 1

-5
:(10)4(11—2)(3)%)(22)3 =60 10 77| ( baris 3 dikali 1/22)

22
0 0 —46 5

1 12 1 1L
47l 1 0 -60 10 :75 . v 4
=(10)*(5) () (22)(46) |o 0o -1 ( baris 4 dikali 1/46 )
o o -1 =
1 12 1 1
g1+, 1,1 0 —60 10 :75 ] . .
=(10) () G)()(22)(46) |o 0o -1 ( baris 4 dikurang baris
o o0 0 =
3)
- +(L) () (L1 — (28 =
14;1=(10)* (55) (3) (5) 22)(46) (1) (~60)(—1) (3= ) = 560.000
Determinan A, diperoleh dari determinan A dengan mengganti kolom ke 3
dengan B
10 20 120 10
14, = 20 10 120 10

20 10 190 30
30 10 190 20
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1 2 12 1
= (10)* g 1 1192 ; (10 kali baris 1,2,3, dan 4)
3 1 19 2
1 2 12 1
= (10)* [2} _f _1294 _31 (baris 2 dikurang 2 kali baris 1)
3 1 19 2
1 2 12 1
= (10)* g ::; __254 _11 (baris 3 dikurang 2 kali baris 1)
3 1 19 2
1 2 12 1
a0 =3 —24 —1|, o, o
= (10) 0 —3 =t { (baris 4 dikurang 3 kali baris 1)
o -5 -7 -1
1 2 12 1
_ 4|0 =3 =24 -1 . . .
= (10) 0 o0 19 0 (baris 3 dikurang baris 2)
0o -5 =7 -1

1 2 12 1

=(10)4(§)g ‘35 ‘11§U '25 (baris 2 dikali 5 )
0 -5 -7 -1

1 2 12 1

=(10*DE) g ‘35 ‘gﬂ ‘25 (baris 4 dikali 3 )
0 -15 -21 -3
1 2 12 1

= (1{])‘*(? (i) g _{1}5 _iéo _25 (baris 4 dikurang baris 2 )
0 0 99 2
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1
= 10*QEA9 |
0

= (10*Q)(19)(99)

= (10)*()(5)(19)(99)

1451 = 10)*(3) (5) AN ONW(-15)(1) (-

2
—15
0

0

o O O

1
0
0
0

12 15
=120 " paris 3 dikali 1/19)
1 —
19
99 2
2 12 1
~15 —120 -25
0 1 2 |(baris 4 dikali 1/99)
2
0 1 =
2 12 1
~15 -120 —°
0 1 — |(baris 4 dikurang baris 3)

0

19
—-160

1.881

160
1.881

) = 1.600.000

Determinan A, diperoleh dari determinan A dengan mengganti kolom ke 4

dengan B
10 20 10
|A4|=|A|=20 10 40
20 10 10
30 10 20
baris 1,2,3, dan 4)
1 2 1 12
0 -3 2 =12
= (10)*
10 2 1 1 19
3 1 2 19
1 2 1 12
— (1040 -3 2
(10) 0 -3 -1
3 1 2 19

120
120| _

190
190

( baris 2 di

1 2 1 12

o s 14 120 40y
2 1 1 19
3 1 2 19

kurang 2 kali baris 1)

_152 ( baris 3 dikurang 2 kali baris 1)
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1 2 1 12
= (10)* g _g 21 _152 ( baris 3 dikurang 3 kali baris 1)
0 -5 -1 -17
1 2 1 12
= (10)* g _03 _23 _;2 ( baris 3 dikurang baris 2)
0 -5 -1 =17
1 2 1 12
= (10)*. () g ‘%}5 13 ‘?U ( baris 2 dikali 5 )
0o -5 -1 =17
1 2 1 12
:(10)4.(15).(5)3 ‘}}5 _“3} '?U ( baris 4 dikali 3 )
0 -15 -3 =51
1 2 1 12
= (1{])4.(35).@) g _}}5 _12 _670 ('baris 4 dikurang baris 2 )
0 0 -13 9
1 2 1 12
=10)%(3).6) g ‘}}5 _13% ‘g’f ( baris 3 dikali 13)
0 0 -13 9
1 2 1 12
=(10)4.(15).(§)g ‘}}5 _13‘3; ‘g’f ( baris 4 dikali 3 )
0 0 -39 27
1 2 1 12
= (10)* (%)(i) g _}}5 _13% _g’f ( baris 4 dikurang baris 3 )
0 0 0 64

14,] = (10)*. (i) . (3 ) (1).(~15). (=39). (64) = 24.960.000

3
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__ 1441 _ 680.000

Maka Xxq = = = 227
Al 300.000
A4 560.000
5 = 20— = 1.87
|A| 300.000
|As] 1.600.000
X3 = — = = 533
|A| 300.000
A 24.960.000
X4 = 4] _ = 83.1
4| 300.000

Jadi harga semen grade A adalah $2.27, semen grade B adalah $1.87, semen
grade C adalah $5.33 dan semen grade D adalah $83.1
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INDEKS

variable bebas kei = 1,2,...,n
7

gemen bariske i = 1,..,m:dan kolomkej=1,..,n
matriks

Sistem Persamaan Linier

solusi Sistem Persamaan Linier
Operasi Baris Elementer
matriks lengkap A dan B
matriks berukuran m x n
matriks berukurann x n
invers matriks A

matriks I[dentitas n x n
Transpose dari matriks A
matriks simetri A

Determinan dari A

kofaktor baris ke i dan kolom ke j

minor dari bari ke  dan kolom ke j

adjoint dari matriks A

determinan dengan mengganti kolom ke j dengan

arus listrik
resitensi

tegangan (hukum Ohm)
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