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Assalamu’alaikum Wr. WB
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kepada junjungan kami Nabi Muhammad SAW yang telah
membawa petunjuk dan kebenaran serta agama lIslam sebagai
rahmat bagi seluruh alam.
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mahasiswa dalam memahami materi kuliah Matematika Teknik
dan juga diharapkan dapat dipergunakan untuk para dosen yang
mengajar mata kuliah yang sama. Buku ini adalah merupakan
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dianalisa dan diselesaikan dengan metode matematika.
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BAB 1
PEMODELAN (MODELLING)

Standar Kompetensi

1. Mampu menerapkan lImu dasar, komunikasi dan pendukung
ilmu perminyakan dan atau panas bumi (CPP 1)

2. Mampu menerapkan pemikiran Logis, Kritis, Sistematis, dan
inovatif dalam konteks pengembangan atau implementasi
ilmu pengetahuan teknologi Perminyakan dan atau panas
bumi (CPKU 1)

Kompetensi Dasar

Mampu memahami tentang sistem, merumuskan model

matematika dan mencari solusi sistem yang berhubungan

dengan Teknik Perminyakan dan Panas bumi (CPP1)

Indikator

1. Mahasiswa mengerti tentang sistem terutama sistem fisika

2. Mahasiswa dapat mengerti tentang membuat model dari
suatu sistem

3. Mahasiswa mengerti cara-cara membuat model suatu sistem

4. Mahasiswa mengerti kegunaan dari permodelan sistem

Deskripsi:

Pemodelan (modelling) dari suatu sistem meliputi pemilihan
variabel yang mempengaruhi sistem, penggunaan kaidah-kaidah
ilmu fisika, penyusunan model matematika dari sistem, solusi
persamaan matematika dengan syarat batas tertentu yang
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merupakan interpretasi dari sistem tersebut. Referensi (Kreyzic, 2011)

1.1. Konsep Dasar Permodelan

Di dalam persoalan teknik seringkali dihadapkan pada
masalah sistem yang rumit. Sistem itu bisa berupa suatu peralatan
dengan beberapa input variabel yang memengaruhinya, untuk
mengintepretasikan output sebagai akibat dari beberapa input
tersebut salah satu cara adalah dengan memodelkan sistem
tersebut. Tujuannya adalah untuk mengatasi apabila ada kendala
yang merugikan atau menurunkan performa dari peralatan tersebut
atapun untuk meningkatkan kemampuan dari alat dengan cara
menganalisa model matermatika dari sistem tersebut.

Jadi jika kita ingin menyelesaikan suatu problem-problem
teknik / engineering problems (bisanya dalam bentuk problem
fisika), pertama kita harus memformulasikan problem tersebut
sebagai suatu ekspresi matematis dalam bentuk variabel-variabel,
fungsi-fungsi, dan persamaan-persamaan. Ekspresi yang demikian
dikenal sebagai suatu model matematis dari sistem yang diberikan.

Biasanya model matematis yang diturunkan dari suatu sistem
atau suatu problem teknik adalah merupakan suatu persamaan
yang berisi penurunan-penurunan (derivatives) dari suatu fungsi-
fungsi yang tidak diketahui atau biasanya disebut Persamaan
Diferensial (PD). Kemudian kita harus mendapatkan suatu solusi
(yaitu suatu fungsi yang memenuhi persamaan itu), dari solusi
tersebut bisa digunakan menyelidiki sifat-sifatnya, membuat
grafik, mendapatkan nilai-nilainya dan mengintrepretasikan dalam
bentuk sedemikian hingga kita bisa mengerti sistem fisika (physical
system) tersebut secara keseluruhan. Secara singkat dituliskan
modeling — solving — interpreting.



Pemodelan (Modeling)

| Physical System |

l

| Mathematical Models |

| Mathematical Solutions |

| Intrepretation |

Beberapa sistem yang akan dibahas di buku ini adalah sistem-

sistem fisika yang berhubungan dengan Teknik Perminyakan, yaitu

a.

Sistem tangki yag berisi cairan /fluida variabel-variabel nya
adalah ketinggian cairan, diameter atau jari-jari tangki dan
pipa-pipa, aliran masuk dari materi misalkan garam

Sistem rangkaian listrik variabel-variabelnya adalah arus listrik,
tahanan (resistor), kapasitor, induktor dan sumber emf
Sistem pegas variabel-variabelnya adalah konstanta pegas,
masa bola besi, koefisien peredaman serta gaya luar yang
mempengaruhi (osilator)

Sistem pelampung di air variabel-variabelnya adalah masa
dan volume pelampung dan berat jenis cairan

Perambatan panas pada suatu bahan variabel-variabelnya
adalah panjang / luas dan materi dari bahan
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Dari sistem-sistem diatas didapatkan model matematika

sistem. Model matematika yang didapatkan umumnya berbentuk

persamaan diferensial. Ada beberapa macam persamaan diferensial
yang didapatkan, yaitu

a.

Persamaan Diferensial Biasa (Ordinary Differetial Equations =
ODE) homogen / non homogen orde 1 atau 2

Persamaan Diferensial Parsial (Partial Differential Equations =
PDE)

Kemudian dicari solusi dari Persamaan Diferensial (PD) yang

didapatkan yang merupakan model matematika dari sistem yang

sedang diteliti. Solusi PD dikerjakan dengan beberapa metode,

yaitu:
a.

b.
C.
d

Pemisahan variabel

Analitis

Transformasi Laplace

Deret

Sesudah didapatkan solusi dari model matematika sistem

kemudian digambar grafik yang merupakan intepretasi dari sistem,

maka dari grafik yang didapatkan performa dari sistem tersebut.



Pemodelan (Modeling)

RANGKUMAN:

Pembuatan model matematika yang mempresentasikan suatu
sistem merupakan cara untuk mengalisa suatu sistem dengan
membuat model yang mewakili sistem. Model ini bisa digunakan
untuk meningkatkan performa dari sistem tersebut.

UJI CAPAIAN PEMBELAJARAN:
Mahasiswa ditugaskan untuk mencari contoh dari beberapa
sistem pada Teknik Perminyakan.

BAHAN DISKUSI:

Dari sistem Teknik Perminyakan dicoba untuk mencari kaidah-
kaidah ilmu fisika yang sesuai dengan sistem yang didiskusikan,
kemudian di cari model matematika yang mencerminkan keadaan
sistem. Kemudian dicari solusi dari model matematika yang
didapatkan.






BAB 2
DERET (SERIES)

Standar Kompetensi

1. Mampu menerapkan lImu dasar, komunikasi dan pendukung
ilmu perminyakan dan atau panas bumi (CPP 1)

2. Mampu menerapkan pemikiran Logis, Kritis, Sistematis, dan
inovatif dalam konteks pengembangan atau implementasi
ilmu pengetahuan teknologi Perminyakan dan atau panas
bumi (CPKU 1)

Kompetensi Dasar
Mampu memahami tentang sistem, merumuskan model

matematika dan mencari solusi sistem yang berhubungan
dengan Teknik Perminyakan dan Panas bumi (CPP1)

Indikator

Mahasiswa mengerti arti dan macam-macam deret
Mahasiswa mengerti cara penurunan rumus-rumus deret
Mahasiswa mengerti penggunaan rumus-rumus deret

HwnN =

Mahasiswa mengerti tentang penjabaran/ekspansi deret dan
kegunaannya

Deskripsi:

Pembelajaran mengenai deret ini adalah merupakan
pengulangan pembelajaran tentang deret. Akan tetapi lebih
diperdalam dengan cara menurunkan rumus-rumus yang
dipergunakan. Juga selanjutnya akan dipergunakan penjabaran
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deret untuk memecahkan persoalan model matematika yang akan
didapat dari permodelan sistem. Referensi dari (Boas, 1983)

2.1 Deret Geometris (Geometric Series)
- Jumlah poplasi yang berkembang setiap jam:
2,4,8,16,32, ..., ... > semakin besar (divergen)
- Pantulan bola setiap waktu 2/3 dari tinggi semula:

soes ... — semakin kecil (konvergen)

1422428428 4010,
—1+Z.3+Z.9+Z.27+Z.81+

=1+2. <§+§+%+g+--->
Dere deret geometris ulis
atar+ar’+ar®+ ... +ar"t + ..
Misalkan untuk n = 5, maka jumlah deret:
S =S.,=a+ar+ar’*+ar’t+ar*+..
rS,=ar+ar*+ar’+ar*+ar’+ ..
dikurangkan
S.-rS.=a-ar’
a—ar® a(l—-r)°
Maka untuk r# 1°5=T=7 ~ 1=7 ditulis Sn =

a(1-n"
1-r




Deret (Series)

Untuk deret 2+ %48 416 ,.o.r... di atas, maka jumlahnya
3 9 27 81
adalah :
(g)ndan a= g,r = g,n adalah jumlah suku
107 f-& n
S s Rl NG

1
1-3 3

Untuk harga n mendekati oo, maka harga G)n mendekati nol.

a
Maka jumlah deret geometris menjadi | Sn = 1—r | @1

Contoh soal:
Gunakan persamaan diatas untuk menghitung bilangan
decimal yang berulang

1. 0.583333...
0.185185...

0.818181...
0.243243...

vk N

a. 0583333.. =243 3 3 3

100 1000 10000 100000 1000000

58 3 3 3 3
=—+| S+ +—<+—+-
100 103 104 10° 106
deret geometris

Deret geometris dengan:

-3 -1
T "=
, a
Jumlah deret geometris | S = 11—~
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S

0,583333

0,185185 ... =

. 1
deret geomteris dengan a=;3 1=

Jumlah deret geometris 5 =

S_

= 1_1/10 =

100

185/103

3/103 3 1 3

3];5 .§7I; = IBE .
1

3.102
1

+ — =
300

175 _ 7
300 12
185

1000

1
" 300

58

300 300

185

1000000
85 1

5

_ /1000 _ 185 _

5

10

0,5555 ... =

1-Y1000 2?1000

999 ~ 27

5

100

5

1000

5
10000

. 5 1
deret geomteris dengan a=— r=—

81
100

0,818181 ...

81
a

0,243243 ...

243
1000

a

10

100

243

1000

-1 1-1/1409

10 10

/10 _ %10 _ 5

1Yy Yo 0

81

81
10000 +

1000000

+ coe
1
~ 100
9

_ 800 _ 8100 _81_ o
1-Y100 /100 99 11

243

1000000
_ 1

r =
1000

99%/1000

**3/1000 — 2*3/1000 — 243

10

9

_ 583+1 _ 174+1

103

999

37



Deret (Series)

6 1 1 1 1
061111 ... = 10 ' 100 ' 1000 ' 10000 ' 10000
0 T 1o
g=% — 0 _Yhoo_ 1 10_1
1-r 1-1/,07 %49 ~ 10079 T 90
0,61111 = s 5, 1
! 90_ 90 ~ 90 ' 18
7
0777 ... _—+—-|- +—
100 © 1000 = 10000
7 1
a=— ==
10 10
7 7
5= /10 _ 100 _ 7
== g =
1-Y/10 /10 9
6 6
0,2666 ... ——+—+—
! 100 1000 10000
a=—2 r=1L
T100 " T 10
g9 _ %00 _%00_6 10_6_2_1
1-r  1-1/,0 9/, 100 90 30 15
2 1 6+2 8 4
0,2666..= 4 —=2=—_=—
! 10 15 30 30 15
69 4 4 4
060444 ., = 82 4+ L 4 L &
100 103  10* = 105
SN
103 T 10
§=2 /1000 /1000 4 1w0_ 4 _ 2 _ 1
1-r  1-Y,0 " % 100079 900 450 225
O 69444 + 1 69.255+100 _ 15625
' 225 22500 225000

"
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2.2 Definisi dan Notasi
Bentuk deret dan sumasi:

1. 12422432+ 424 - + n2+ -

2. l+iz+is+i4+...in+...:z
2 22 28 2 2 n=1

1

= (x+a)"=},

Zn
- 2+X_3_ﬁ+...+w+ ..—Zoo ﬂ
3. x—x 2 6 (n-1)! - =1 (-1
2 3 N o N
4. 1_£+X__x_+m+(x) +...=Z (=)
2 4 8 2n ey 2"
2 3 4 _q\n+1 © _q1\n+1
5 o X X xt MJ,..:Z (G
2 3 4 n n=1 n
_X_3 X_s_i (~1)PH+1x2n-1 L © (~1)n+ix2n-1
6. x 3!+5! 7!+ (2n-1)! + _zn=1 (2n-1)!
(x+2) | (x+2)? (x+2)" _Zw (x+2)"
ol et et = T
Tulis deret dibawah ini
® n 12 2 4 1.2 3 4
1 Zmﬂz—n‘z ptmtat = titetet
2 G L G U G A e S O
Z = s s
ey ™ 1 2 3 4
=—1+-—2424
3 4
[ee]
1. 2 3 4 5
3 z b - S
n=gt5 67 8 9 10
4 Zw Vi _ V1 V2 V3 V3
me1 ML 141 241 341 441
S IR E I O
23 4 ' s
5. Zm 2n(2n+1)n_2.1(2.1+1)+2.2(2.2+1) 2.3(2.3+1)
m=1 3n+5 3145 3.245 3.345
5
=23 45 6D . +_+E
8 6+5 = 6+5 11 ' 14

12

n=1

2



Deret (Series)

6. Z‘” 2 _ an® @ | @ @y
me1 @M @D @2 (23) 1 (24)
_ 1+ 4 (3.2.1)? (4.3.2.1)?
- 2 4.3.2.1 6.5.4.3.2.1 8.7.6.5.4.3.2.1
1,4 36, 576
T2 24 720 ' 40320

1 1 1 1
=atetatnt

Tulislah deret berikut dalam bentuk sumasi ()

1.

20 2 22 23 2% *® 2n
[ + + + R— —_—
21+1 | 2241 | 23+1 | 24+1 @ 25+1 neo 2(n+1)+1
atau
20 21 22 23 *® on-1
21+1 | 22+1 | 23+1 @ 24+1 e 2nH1
1011 @ 1
2stsatas et Zm:l (1) (n+2)
1 1 1 1
4 4=
4 9 16 25

13
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2.3 Deret Power
Deret yang bentuk suku-sukunya merupakan perkalian dari
fungsi x atau dari fungsi (x-a). Bentuk umum deret power.

o

Z Apx™ = ag +ayx + ayx* + azx® + -
n=0

o

Z ap(x —a) =ag+a;(x —a) + a,(x —a)? + az(x —a)® + -

n=0

an dengan n =0,1,2,3, ... adalah konstanta

2.4 Mengembangkan fungsi dengan deret Power
sinx=a,+a,x+a,x*t+a, x>+ +a x"+ -
untuk x=0,sin0=0,—a =0
diturunkan terhadap x
:—x(sinx):cosx:al+2a2x+3a3x2+4a4x3+~-~+nanx"_1+~--
untukx=0,cos0=1, —»a =1
diturunkan terhadap x
%(cos x)=-sinx=2a,+32a;x+43a, x>+ +nn—1a, x" %+
untuk x=0,-sin0=0, > a,=0
diturunkan terhadap x

£ (—sinx) = —cosx =3.2a5 +43.2a,x + -+ n(n— 1)(n—2) @y x" + -
untuk x=0,-cos 0=1,> a; = — ==

diturunkan terhadap x
- (—cosx) = sinx = 4.3.2a, + 5432 asx +n(n — 1)(n — 2) @, x"~* + -
untuk x=0,sin0=0,—a,=0

diturunkan terhadap x
% (sinx) =cosx =5432a; +4.32as+6.543.2a,x+ -
+n(n—1Dn—-2)(n—-3)(n — 4a, x" > + -

-1 _ -1

untukx=0,cosO=l,9a5=m— o

dan seterusnya
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2.5

Kemudian konstanta a, a, a, a, a,.... di substitusi ke

persamaan awal. Maka dihasilkan:

3 5

) _ x +x
sSiInx = Xx 31 5l
Cara ini disebut deret Mc Laurin atau deret Taylor pada (0,0)
ataua=0.
Deret Taylor

fx)=a+0+a,(x-a)ta,(x-a)+ta,(x-a)’+a, (x-a)'+
ota (x-a)*+ -
f(x)=a,+2a,(x-a)+3a,(x-a)*+4a, (x-a)’+ - +na
(x-a)*(n-1)+--

f"(x) =2a,+3.2a, (x-a) + 4.3a, (x-a)*+ 5.4a, (x-a)*+ -
+n(n-1)a (x-a)"2+--

f"(x)=3.2a,+4.3.2a,(x-a) +54.3a_(x-a)’+ - +n(n-1)
(n-2)a (x-a)"3+ -
=3la,+4!'a, (x-a) +543a, (x-a)’+ - +n(n-1)
(n-2)a (x-a)" 3+
f'(x) =n(n-1)(n-2) (n-3)..1a + - bentuk yang berisi (x - a)
f* (x) =nla_+ --- bentuk yang berisi (x - a)

Untuk x =a

f(a) =a,

f' (a) =a,
" (a) =2a,
f'" (a) =3la,
" (a) =nla_

15
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Maka deret Taylor untuk f(z) disekitar (x - a) adalah
fG) = f@+ &= a)f (@ + 5 (x =@ f*(@) + -+ = (x —"f"(@) + - (2.2)
Dengan menggunakan penurunan seperti diatas didapatkan

penjabaran deret yang disebut:

Ekspansi deret dasar:

x® x5 x7
sinx =x — §+ 5 ?+ .-+ — konvergen untuk semua x
x? x* «x®
cosx =1——+———+ -+ — konvergen untuk semua x
2! 41 6!
x? x3 x*
e*=14+x+ el + ETRRT + ---+ - konvergen untuk semua x
2 X3 x4—
In(1-x) =x—?+?—7+---+—>k0nvergenuntuk1 <x<1

Contoh penggunaan ekspansi deret
Hitunglah

d* /1
m(;sinx) [x=01="

Bisa dihitung dengan 4 kali penurunan kemudian dihitung
hasilnya, tetapi bisa juga dengan ekspansi deret sin x, dibagi x,
kemudian diturunkan 4 kali, dan dimasukkan harga x = 0.1.

11 x3+x5 x7+ _ 1 x+x x+
) R TR TR - IR

dideferensialkan 4 kali

d* (/1 43 6.543x%> 8.7.6.5x*

dx (ESmx) 5! 7t T
dimasukkan harga x = 0.1

d* 11

W(;sm x) = 0.1 —7.14286 + 0.0000463 — --- = —7.0428137

16
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Aplikasi deret untuk sistem selanjutnya dibahas pada bagian
persamaan diferensial orde dua non homogen dengan gaya
luar yang tidak sinusiodal, setelah penurunan model dari
sistem sudah dikerjakan yaitu dengan menggunakan deret
Fourier untuk menyelesaikan persamaan diferensialnya.

RANGKUMAN:

Pada bab ini sudah dipelajari tentang deret Geometris, deret
Power, deret Taylor, deret Mc Laurin dan penggunaan ekspansi
deret pada soal.

UJI CAPAIAN PEMBELAJARAN:
Soal:
Tulislah bentuk deret

1. Z‘” mn?
ey @G0!
2. 0 2n—1
zn:l 2n+1

5. *® n
n=1n+5._

6. N v _

n:1n+1

7 z:w 2n(2n+1) _
n=1 3nt5

17
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8. zw 1 _
neq (MED@+2)
Z ( 1)11 1
et m+D)?
BAHAN DISKUSI:

Pada pembelajaran tentang deret ditingkatkan
pembelajarannya dengan mempelajari tentang Deret Fourier yang

akan dipergunakan untuk penyelesaian persamaan diferensial (PD)
hasil pemodelan sistem pada bab 3.

18



BAB 3
PERSAMAAN DIFERENSIAL (PD)

Standar Kompetensi

1. Mampu menerapkan lImu dasar, komunikasi dan pendukung
ilmu perminyakan dan atau panas bumi (CPP 1)

2. Mampu menerapkan pemikiran Logis, Kritis, Sistematis, dan
inovatif dalam konteks pengembangan atau implementasi
ilmu pengetahuan teknologi Perminyakan dan atau panas
bumi (CPKU 1)

Kompetensi Dasar

Mampu memahami tentang sistem, merumuskan model
matematika dan mencari solusi sistem yang berhubungan
dengan Teknik Perminyakan dan Panas bumi (CPP1)

Indikator

3. Mahasiswa memahami bentuk Persamaan Diferensial (PD)
orde 1,2, ..dan seterusnya.

4. Mahasiswa memahami bentuk Persamaan Diferensial homogen

dan non homogen

Mahasiswa memahami dan mencari solusi PD biasa

Mahasiswa memahami dan mencari solusi PD Parsial

Mahasiswa memahami dan mencari solusi PD Total

® N o U

Aplikasi PD pada penyelesaian persoalan sistem fisika




MATEMATIKA TEKNIK

3.1 Persamaan Diferensial Biasa / Sederhana

(Ordinary Differential Equation /| ODE)
Persamaan diferensial biasa adalah suatu persamaan yang

berisi satu atau beberapa penurunan dari suatu fungsi yang tidak
diketahui. Biasanya disebut y(x) atau y(t). Misal y = y(x), y = f(x),
y =y(t), atau y = f(t).

20

1. y' =cosx

2. y'+9y=e*

3. y"-3/2(y)=0

cosx, e adalah fungsi

y',y'", y'" adalah turunan (derivatives)

9, 2 dan 3/2 adalah konstanta

Beberapa bentuk persamaan diferensial biasa (ODE) adalah:

F(xy) = 0, adalah bentuk implisit
y = f(x), adalah bentuk eksplisit

Solusi (penyelesaian) adalah fungsi y = h(x) yang bisa

digambarkan dengan grafik (kurva solusi). Berikut beberapa

contoh soal persamaan diferensial biasa, yang diberikan di

buku referensi (Kreyzic, 2011)

Verifikasi Solusi x

1. Persamaan xy' = -y untuk semua x # 0, penyelesaiannya
adalahy = i c adalah konstanta. Buktikan.

2. Solusi dengan kalkulus.Kurva solusi
Dapatkan solusi dari persamaan diferensial y' = Z—i = cosx

3. Pertumbuhan eksponensial (exponential growth) dan
peluruhan/pengurangan eksponensial (exponential decay)
Persamaan eksponensial dengan persamaan y = c e
mempunyai turunan y =2 % = 0,2y, persamaan diferensial
umum adalah y' = ky. Konstanta k positif adalah



Persamaan Diferensial (PD)

pertumbuhan eksponensial. Konstanta k negatif adalah
peluruhan eksponensial

4. Syarat batas (/nitial condition)
Hitunglah solusi dari y' = 3y. Dengan keadaan awal
y(t=0)=5.7

Jawaban:

1. Verifikasi Solusi
Persamaan xy' = -y untuk semua x # 0, penyelesaiannya
adalah y = i c adalah konstanta. Buktikan y =£=cx*

, _dy d I L, C
y—a—a(cx )—cax =c.—1x"?%= s

distirbusikan ke persamaan awal

Xy' =-y
c c ¢ ¢ ;
x(_x_z) = ——— ——=— (terbukt)

2. Solusi dengan kalkulus kurva solusi. Dapatkan solusi dari
persamaan y' = % = cosx

d
y' = é = cosx — dy = cosx.dx

y:fcosxdx:sinx+c

Kurva solusi pada gambar 3.1 untuk harga-harga
c=..,-4-3,-2,-2,0,1,2,3,4,5, ...
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Gambar 3. 1 Grafik sinus untuk beberapa konstanta

3. Pertumbuhan eksponensial dan peluruhan eksponensial

0,2t

y =ce
dy
y =—==1¢0,2.e%"=0,2.ce%" = 0,2y
dx 5
y' =02y

lihat Gambar 3.2

0

201

10

B lIIlt | —
0 2 4 6 8 10 12 14 0 2 4 6 B 10 12 14

Gambar 3. 2 Pertumbuhan dan peluruhan eksponensial
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4. Syarat batas (/nitial condition)
Hitunglah keadaan awal dari y' = 3y, y(0) = 5,7
y' =2 =3y - solusinya adalah: y(x) = ce®... seperti nomor 3
Pemakaian syarat batas:
y(0) =y(x=0)=57=ce’=ce’=c
Jadic=5,7—
y(x) =5,7e*
adalah solusi dari persamaan diatas

Aplikasi permodelan

Mendisain model yang bagus tidak bisa dilakukan oleh
komputer. Oleh karena itu menyiapkan model menjadi hal yang
penting dalam matematika terapan modern. Untuk mendapatkan
permodelan yang bagus adalah memeriksa dengan hati-hati proses
permodelan diberbagai bidang dan aplikasi. Dengan demikian
permodelan akan berguna bagi semuanya baik mahasiswa maupun
praktisi dan sarjana teknik dan sains. Beberapa contoh aplikasi
pemodelan dari referensi (Kreyzic, 2011) hal 14:

1. Tangki berisi 1000 galon air yang awalnya 100 |b garam
dilarutkan. Air garam dimasukkan (i adalah input) dengan
laju 10 galon/menit, masing-masing gallon berisi 5 Ib
garam yang dilarutkan. Campuran dianggap konstan dengan
cara pengadukan. Air garam yang keluar (o adalah output)
dengan laju 10 galon/menit. Dapatkan jumlah garam
pada tangki setiap saat t. lihat gambar 3.3
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Gambar 3. 3 Tangki air garam

Misal
y (t) adalah jumlah garam pada tangki untuk waktu t dan
y’ (t) adalah perubahan jumlah garam terhadap waktu

Aliran garam yang masuk tiap menit adalah 51bx 10 =501b
Aliran air garam yang keluar 10 galon > == = 0,01 (1%) dari
total air garam dalam tangki.

Jadi garam yang keluar tangki 0,01 y setiap menit

Prinsip dasar: y’ (t) adalah perubahan jumlah garam
terhadap waktu = laju aliran garam masuk — laju aliran
garam keluar tangki

Bentuk matematikanya adalah:
y' =50-0,01y=-0,01[y - 5000]

atau

D _ 0,01 5000
dt - ’ (}’ )

Ini merupakan model matematis sistem. Karena
model matematis dari sistem yang didapatkan
bersifat variabelnya bisa dipisahkan (separable) maka
penyelesaiannya menggunakan pemisahan variabel,
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dy = —0,01 5000
»v__ —0,01 dt diintegralkan
y—5000

f 4y —OOlfdt
y—5000 '

In(y — 5000) = —0,01¢t + ¢'

eIN(y=5000) — ,(=0,01t+c")

y — 5000 = ¢~ 001t

Konstanta e = C

y - 5000 = C e 0%t
Maka

y =C e+ 5000

Adalah penyelesaian umum dari model matematis diatas

Untuk mendapatkan solusi akhir harus dihitung harga C

dan cara menghitungnya dengan menggunakan keadaan

awal (initial condition) yang diberikan di soalnya. Pada

mulanya jumlah garam adalah 100 Ib,

y (t=0) =100 Ib garam, disubstitusikan ke solusi umum,
100 = C %1% 4+ 5000

Didapatkan C =-4900

Maka solusi akhir adalah y(t) = 5000 - 4900e-%°1t

Persamaan ini menyatakan hubungan antara jumlah

garam y terhadap waktu t

Digambarkan grafik fungsinya adalah pada Gambar

3.4 pada bagian sebelah kanan grafik menunjukkan
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limit. Garam naik dengan bertambahnya waktu sampai
mendekati harga 5000 lb sesuai dengan sifat grafik
eksponensial.

snog —————————————
4000
3000
2000
1000

100 | | | | |
0 100 200 300 400 500 t

Gambar 3. 4 Grafik tangki air garam
Theorema Torricelli. Referensi (Hugh D. Young, 2012) hal 471

Gambar 3.5 memperlihatkan tangki penyimpanan fluida
yang luas dan penampung atas A1, diisi setinggi fluida
h. Ruang diatas fluida adalah udara dengan tekana PO,
dan fluida mengalir keluar melalui lubang kecil dengan
luas penampang A2. Tekanan dititik 2 adalah tekanan
atmosfir Pa karena berhubungan dengan udara luar.

Gambar 3. 5 Percobaan Torricelli
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Persamaan Bernoulli untuk titik 1 dan 2, dany=h =10
pada titik 2 (dasar tangki),

Py +pgh+%pv12 =P, +% pv3

v22=v12+2(%)+2gh

v adalah kecepatan.

Karena A, jauh lebih kecil dar pada A, maka v? jauh lebih
kecil dari pada v2 sehingga diabaikan. Persamaan menjadi:

P, - P,
v§=2(¥)+2gh

Jika bagian atas tangki dibiarkan terbuka maka tekanan
P, adalah sama dengan tekanan atmosfir, sehingga
P,-P =0,

v, =[2gh 3.1)

h = h(t) adalah ketinggian fluida fungsi waktu t, dan v2
disebut laju eflux.

Laju eflux dari lubang berjarak h dibawah permukaan
cairan adalah sama dengan laju benda yang jatuh bebas
dari ketinggian h, ini disebut Theorema Torricelli. Hal ini
juga berlaku untuk lubang di dinding pada kedalaman h
dibawah permukaan cairan.

J.C. Borda memperkenalkan faktor kontraksi (contraction
factor) = 0.6. Sehingga persamaan diatas secara umum
menjadi:

v =10,6,/2gh
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2.

Cairan  yang mengalir  melalui suatu lubang
(Torricelli's law) dari referensi (Kreyzic, 2011) hal 17.

Aliran keluar air dari suatu tangki silinder dengan suatu
lubang pada dasarnya. Diameter tangki 2 meter, diameter
lubang 1 centimeter, tinggi awal 2,25 meter. Kapan
tangki menjadi kosong? Lihat Gambar 3.6

2,00 m

h(t)

v

Gambar 3. 6 Tangki silinder dengan lubang kecil pada dasarnya

Dari Teorema Torricelli dan Borda didapat kecepatan
aliran air keluar adalah

v(t) = 0,64/2gh(t)
h(t) = tinggi air tangki pada waktu t

g = percepatan gravitasi = 980 cm/s2
v = kecepatan
V  =volume
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Pada saluran/lubang kecil di bawah tangki maka volume
(V) adalah panjang (1) dikalikan luas penampang (A) saluran,

V=IA

Sedangkan panjang saluran adalah kecepatan aliran
fluida (v) dikalikan waktu (¢)

[=vt

Maka perubahan volume air yang keluar pada selang
waktu t adalah

AV = AvAt

Volume tangki adalah tinggi cairan (h) dikalikan luas
penampang tangki (4)

V=Bh

Maka perubahan volume air pada tangki pada selang
waktu t

AV =-BAh
Keterangan:
A = luas penampang lubang keluar
B =luas penampang tangki
h = h(t) = tinggi fluida adalah fungsi waktu

Tanda (-) artinya air dalam tangki berkurang
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Prinsip: perubahan volume air pada tangki = perubahan
volume air yang keluar pada selang waktu t

AvAt = -BAh

AR A A
il 30,6 2gh(t)

Untuk A4t mendekati nol (At — 0)
Ah . .. dh

Maka — menjadi —
At dt

dh

A
= = —506v2h(®)

Harga A dan B dicari dengan:

d,=1cm=10"m d,=2m d adalah diameter
r,=%cm=510°m rB=1m r adalah jari-jari
A=mr=m.2510°m°  B=mnri=m.1m’=nmm’ r= g
A= IBICI 25,1076

Maka persamaan diatas menjadi

dh_ A6 2ghtE
@ = 5oV

dh
- =25 107.0,6,/2.980. h(t)
% = —0,000664 \/h(t)

Persamaan ini adalah model matematika perubahan
tinggi air dalam tangki terhadap waktu

Persamaan bisa diselesaikan dengan pemisahan variabel

dh 0,000664+/h(t) dh 0,000664 dt
— = -0, - —=-0,
dt /h(t)
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Diintegralkan
dh
fm = —0,000664f dt
1 1
f h~1/2dh = —0,000664] dt — 3 hz = 0,000664¢ + ¢’

2

Rl/2 = _§.0,000664t +§c' ~c'=c¢

h/2 = 0,000332t + C
h = (c — 0,000332t)2
Persamaan ini merupakan solusi umum dari model
matematika diatas, untuk mendapatkan solusi akhir
maka harga c dihitung dengan mempergunakan syarat
batas yang di dapat dari soal

Syarat batas h (t=0) =225 cm, disubstitusikan ke persamaan
225 = (c- 0,000332.0)? > c =15
h(t) = (15 - 0,000332t)?
Persamaan diatas adalah solusi akhir
Tangki kosong pada t berapa?

h(t)=0, disubstitusikan ke persamaan solusi akhir didapatkan

15
—_— —_— 2 = 5000200
0 = (15~ 00003320)% = t = oo det

t =46583,85 det = 12,6 jam
Jadi tangki kosong dalam waktu 12,6 jam. Lihat Gambar 3.7
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250 -
200
150
100

50

0
0 1000 3000 5000 t

Gambar 3. 7 Grafik solusi tangki silinder
dengan lubang kecil pada dasarnya

3.2. Persamaan diferensial (ODE) homogen dan
non homogen orde |

3.2.1 Persamaan diferensial homogen orde 1

Persamaan atau model matematis yang didapatkan
dari 2 soal diatas adalah merupakan

contoh dari persamaan diferensial homogen orde 1.
Bentuk umumnya adalah
y'+px)y=0
,_dy
y=fkx) y' = I
Solusinya
y'+pxy=0

dy dy
I~ Py~ 5" —p(x)dx
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3.2.2

diintegralkan

Idy—y =—[p()dx > Iny = - [p(x)dx + ¢’
einy = gIpitg+e’ = pd) g’ g’ =
y(x) = Ce tptix 4)
Adalah merupakan solusi dari persamaan diferensial

homogen orde 1

Persamaan diferensial non homogen orde 1

y' +p)y =r(x)

y=f(x)
,_ay
Y T ax

dikali dengan F
Fy'+ FPy = Fr untuk FPy =F'y

Ruas sebelah kiri = (Fy)'

(Fy) =F'y+y'F

Fpy=F'y—>Fp=F' - szg

d—: = pdx diintegrasikan

== [pdx

InNF=[pdx=h— InF=h - e"F=eh > F=¢h
dh

d '
h=[pdx—> —=—[pdx=p > h'=p
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Dimasukkan ke persamaan

Fy'+ FPy =Fr

e'y'+elh'y =ely'+(e")'y
=(e"y)’
=elr=re

(ehy) == (ehy) =reh
d(ety) = rehdx
fd(ehy) = fre"dx - ehy = freh dx+c¢
y=e ([ etrdx +c)
y =e ([ etrdx + c¢) dengan h = [ p(x)dx (3.2)

Adalah penyelesaian ODE non homogen orde |

y(x) =e" ([ et rdx +c)

=e" [ ehrdx + ce®
Keterangan : y (x) output total
e-h [ e" rdx respon terhadap input r
ce respon terhadap data awal

Rangkaian Listrik
Model rangkaian listrik RL lihat Gambar 3.8 sumber
referensi (Kreyzic, 2011) hal 30.

R=110
®
E=48V
®
L=01H

Gambar 3. 8 Rangkaian Listrik R dan L
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Selesaikan persamaan diferensial biasa (ODE) untuk
arus I(t) dengan satuan A (Ampere), dimana t satuan
detik adalah waktu. Dan gambarkan grafik fungsi I(t).
Dimisalkan rangkaian berisi EMF (electromotive force)
E(t) sebuah baterai E = 48 V (Volt), besarnya konstan,
sebuah resistor R = 11 Q (ohm) dan induktor L = 0,1
H (Henry), dan arus pada awalnya nol.
Penurunan model matematika
Arus I pada rangkaian menyebabkan suatu voltage drop
RI melewati resistor (Hukum Ohm) dan L= L% melewati
induktor. Jumlah kedua voltage drop sama dengan
EMF (Kirchoff Voltage Law, KVL).
Menururt hukum-hukum diatas model dari rangkaian
RL adalah:

LI+ RI~E (1) atau I+ 2] = 22

L
Model matematika rangkain listrik ini berbentuk PD
non homogen orde 1, yang bentuk umumnya adalah,

Y +pR)y =r(x)
dan solusinya adalah
y(x) = e ([ e" rdx + ¢) dengan h = J';p(x]dx
untuk

x=t y=I, %zp rz?
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maka solusi umumnya adalah

. Ry E(t)
I(t)=e€"L (feb Tdt+c)
E(t) = E = konstan

R R
It) =e1t (5 Lett + c)
L) R

Nilainya dimasukkan

R_U 110 EG _E_ 48 480 > | 480 + ce~110t
—_—= = _— e = — = N [
L= 01 R R 01 110 ¢¢

Kondisi awal t =0 I =0 — dimasukkan ke persamaan
diatas untuk mendapatkan harga I

48 48
I =—+ce100=9 —>H+c.1=0

11
4
l\/Iakac=—8
11
48 48 48
_ X0 _ O 110t _ X4 _ -110¢
11 11 e

Kemudian digambar fungsi grafik I = f{t) untuk
mendapatkan respon arus terhadap waktu.
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3.3 Persamaan diferensial homogen orde 2 (Second order

homogenous ODE)
Model dari sistem masa pegas, lihat Gambar 3.7 sumber

referensi [3] hal 62
Hukum Hooke F1 = -ky gaya pemulihan (restoring force),

arah negatif adalah keatas. Gerakan dari sistem dinyatakan dalam

Hukum Newton Il
Z gaya = massa x percepatan

Y F=m.a=my"
F,=my"
-ky = my"”

my" +ky=0

MWW

I
L
|
:
ke
|
dlaa?\
|
O=W\

Gambar 3. 9 Sistem masa dan pegas

Kecepatan sudutnya adalah
w. = |&
0~ m

k = konstanta pegas
m = massa benda
y =simpangan



MATEMATIKA TEKNIK

sedangkan relasi antara kecepatan sudut dan frekuensi
adalah

w,=2nf

k
2nf=\/;

1 |k
f=—|—

2m . m

Disebut frekuensi harmonik

Apabila pada sistem diatas ditambah dengan peredam,
sumber referensi no (Kreyzic, 2011) hal 64 lihat Gambar 3.9 maka
penurunan model matematikanya adalah:

Hukum Newton Il
Y F=ma
F,+F,=ma
-ky - cy'=my”
my"+cy'+ky=0 (6)

,_dy _

=—==v
dt

¢ = konstanta peredam / damping contant

38



Persamaan Diferensial (PD)

pegas

&
k§
m% beban

peredam

Gambar 3. 10 Sistem masa, pegas teredam
Penyelesaiannya dengan persamaan karakteristik

mAi2+cA+k=0
LNy LA
m m

dengan rumus abc didapat
M=—a+pil,=—a—-p

dimana @ = im B = ﬁ\/cz — 4mk

2
c? — 4mk disebut determinan

Untuk persamaan diferensial berbentuk
ay"+by'+cy=0
Maka determinan (d) adalah
d=b?-4ac

Ada 3 kemungkinan yang muncul
1. Determinan positip: ¢ > 4mk — dihasilkan 2 akar real A,

dan A, (overdamping)

Solusiy(t) = c, et Pt +c,e-l*Ft=¢c eMt +c, e’ (3.3)
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2. Determinan nol: ¢? = 4mk — dihasilkan 2 akar yang sama

A (critically damping)
Solusi y(t) = (c, + c,t)e™

(3.4)

3. Determinan negatip: ¢? < 4mk — dihasilkan 2 akar

komplek berpasangan atau komplek conjugate 4, dan A,

(under damping)
B=iw
0" = ﬁm

M=—a+iv” L=—-a—iw" a=-—

Solusi y(t) = e (A cos w*t + B sin w* t)

atau
y(t) = ce™%cos (w*t — &)

§=t 1B

= tan —
A

C =+/A? 4+ B2

(3.5)

Contoh soal, sumber referensi no (Kreyzic, 2011) hal 68.
Jika suatu sistem massa — pegas dari bola besi berat W = 98

N. Bola menarik pegas ini sepanjang 1,09 meter dengan konstanta

damping
a.c=100kg/s*
b. c=60kg/s’
C.c=10kg/s*

Berapa frekuensi sistem? Bagaimana geraknya bila pada

awalnya bola ditarik sepanjang 16 cm dengan kecepatan awal nol?

Jawab:
Sistem massa pegas

W=98N } gaya Hooke F=ky

y=1,09m k=C= 28N _gplom L

v - 1,09m - det2 "m

40
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Massa bola besi W=mg > m = LA
g 9,8 m/s?

=10 kg

Dengan g = percepatan gravitasi = 9,8 m/s*

f = frekuensi
1 |k 1 [90N/m 1 9kgm
f= 2 m 2m | 10kg  2m_|det?m/kg

=L | =L 3 —048h
27

21 4| det? 21 det

Kemudian dihitung simpangan y = y(t) sistem, dari persamaan
my"+cy'+ky =0
Dimasukkan harga-harganya
Untuk contoh soal a konstanta damping ¢ =100 kg/s?
10y" +100y'+90y=0—-y"+10y"'+ 9y =0
Maka determinan (d) adalah
d=10°-49 =64
Maka sistemnya disebut over damping, solusinya adalah
Persamaan karakteristik dari sistem diatas adalah
M+10A+9=0
Difaktorisasi menjadi,
A+9)A+1)=0
Maka didapat 2 suku bilangan realyaitu: A,=-9 dan A, =-1
Solusi dari kasus over damping adalah
y=c,ett+c, e
y=ce*+c,et
Ini adalah solusi umu untuk persamaan diferensial diatas,
untuk mendapatkan solusi akhir dihitung dulu koefisien-koefisien
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c1 dan c2 dengan menggunakan syarat batas yang terdapat pada
soal.

Syarat batas untuk t=0—y=0,16 mdany’=0m/s
Pertama dipakai syarat batas yang pertamat=0—y=0,16 m,
dimasukkan ke persamaan
y=c,e*+c,et
016=c,e’+c,e’>c,+c,=0,16
Syarat batas yang ke dua t = 0 — y’ = 0 m/s. Persamaan
dideferensialkan untuk mendapatkan y’

,_dy _
y =E=—9C1€ 9

Dimasukkan harganya

t t

- Cze_

- 0 _ 0 -
0= 9cle c,e —>9c1+cz 0

¢ +¢, =016
9¢; +¢, =0
—8c; = 0,16
0,16
Q=-—g =- 0,02
¢, +c¢;,=0,16
c, =0,18

Maka solusi akhir adalah
y=-0,02¢* +0,18¢*
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Untuk contoh soal a konstanta damping ¢ =60 kg/s?
persamaan menjadi:

10y"+60y'+90=0
atau
y'+6y'+9=0
Maka persamaan karakteristiknya
AM+6A+9=0
Di hitung determinannya
d=6%-4.19=0
Maka sistemnya adalah critically damping, makayang dihasilkan
adalah 1 akar real

(A+3)=0
A=3
Solusi dari sistem dengan kasus critically damping adalah
y={(c,+c,t)et
y=(c,+c,t)e*=c e +c, te*
Ini adalah solusi umumnya, untuk mencari solusi akhir di
substitusikan kondisi awal yang terdapat pada soal
Syarat batas untuk t=0—y=0,16 mdany’=0m/s
Syarat batas yang pertama adalah
t=0—y=016
kemudian di substitusi hasilnya adalah
016=c,e3’+c,0.e’

c,=016
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Syarat batas yang ke dua t = 0 — y’ = 0 m/s. Persamaan
dideferensialkan untuk mendapatkan y’

d
y' = d_)t/ = —3c,e 3 + ¢,(e73t — 3te™3)

y' = (-3¢, + ¢, — 3tcy)e 3

Disubstitusi harganya
0=(-3c,+c,-3.0.c,)e*

—3¢c;+¢, =0 -3.0,16+¢c, =0
¢, =0,16 } c, = 0,48
Maka solusi akhir adalah

y=(0,16 + 0,48t)e™
Untuk contoh soal a konstanta damping c =10 kg/s?
Maka model matematka yang didapatkan adalah:

10y"=10y'+90y =0

atau
y'+y'+9y=0
Determinannya dihitung
d=1%-4.19=-36
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Maka sistemnya adalah under damping, maka yang dihasilkan
adalah 2 akar bilangan komplek yang berpasangan atau komplek
konjuget. Cara mendapatkannya dengan memakai rumus abc.
Untuk persamaan diferensial dengan bentuk umum

ay" +by' +cy=0

—b +Vb? — 4ac b 1
Az = =——+—+b?—4ac
2a 2a ™ 2a
1 1 1 35
112——§i§ 1-36=-o+% -

1 35
Mz =—ski|-i=—05+i296=-05%296i

Artinya @ = 0,5 dan w*=2,96
Solusi untuk kasus under damping adalah
y=e*(Acos w*t+ Bsin w*t)

y =e%t (A cos(2,96t) + B sin(2,96t))

Ini merupakan solusi umum dari persamaan di atas, untuk
mendapatkan solusi akhir maka koefisien A dan B dicari dari
syarat batas

Syarat batas untuk t=0—y=0,16 m dan y’=0m/s

Syarat batas yang pertama adalah

t=0—y=016
Disubstitusiskan ke solusi umum menjadi
0,16 = e;o'_s"f (Asin0 +Bcos0) - A=0,16

=1
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Kemudian solusi umum dideferensialkan terhadap waktu ¢t
didapatkan
y' = % = —0,5e7°5t (A cos( 2,96t ) + B sin (2,96t))
+ e~05t(—2,96 A sin (2,96t) + 2,96 B cos (2,96t))
Syarat batas yang ke dua adalah t =0 —y’ =0, disubstitusikan
ke y" didapatkan
0=-0,5¢° (A cos 0 + Bsin 0)
+e’(-2,96 Asin 0 + 2,96 B cos 0)
didapatkan
0=-05A+296B
0,5.0,16
2,96

0=-0,5.016 +296B - B = = 0,03

Maka solusi didapatkan
y=e%* (0,16 cos(2,96t) + 0,03 sin(2,96t))

Intepretasi dari ketika kasus: over, criticallydan under damping
digambarkan dalam satu grafik, yaitu pada Gambar 3. dibawah ini

y
0.15
i\
0.1\
W\
0.05H \\ :{\
c \ I\""‘-.._(\ J“"‘\‘-’Fl |
2\ /4 Y6 T8 10 ¢
0.051
0.1

Gambar 3. 11 Grafik solusi ketiga persamaan diferensial pada masa
dan pegas teredam
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3.4 Persamaan diferensial non homogen orde 2
(Second order non homogenous ODE)
Bentuk umum

y'+p)y'+Qx)y =r(x)

Solusi akhir adalah y =y, +y,
y, adalah solusi umum (general solution)
Yy, adalah solusi khusus (particular solution)

Solusi umum adalah solusi ODE non homogen (r(x) = 0),
kemudian dihitung determinannya sehingga diketahui solusinya
(overdamping, critically damping atau under damping).

Sedangkan solusi khusus y, dapat dilihat pada Tabel 3.1

dibawah
Tabel 3. 1 Solusi khusus

Bentuk dari (x) Solusi khusus y,, (x)

keV* Ce?™

kx™ (n=0,1,....) K x™ + K, x" 1+ -+ Kx+K,

k cos wx

k sin wx } K cos wx+ M sin wx

ke cos wx

ke™ sin wx } e™ (K cos wx+ M sin wx)
Contoh soal

Rangkaian listrik. Lihat gambar 3.12 dan Tabel 3.2. sumber
referensi (Kreyzic, 2011) hal 93

Persamaan matematika rangkaian R, L, dan C ini adalah seperti
persamaan diferensial yang lalu (tanpa kapasitor) LI’ + RI = E(t),
maka ditambah dengan voltage drop % yang melewati kapasitor,
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C dalam F (farad) adalah kapasitansi kapasitor, Q dalam C (Coulomb)
adalah muatan kapasitor. Sedangkan hubungan antara arus listrik,
muatan dan waktu adalah 1(¢) = %

— e

O O
E(t) = Eosin of

Gambar 3. 12 Rangkaian listrik R, L, dan C

Tabel 3. 2 Elemen-elemen pada rangkaian listrik R, L dan C

Nama Simbol Notasi Satuan Voltage Drop
Resistor R ohm (Q) RI
AVAYAY
Induktor L henry (H a
m ry (H) L=
Kapasitor —4 }_ C farad (F) Q/C

Penurunan persamaan matematika rangkaian diatas

L1’+R1+%=E(t) = E, sin wt

dl Q
L—+RI+—== = i
T + RI + c E(t) = E, sin wt
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Dideferensialkan terhadap t

d’l dl 1dQ dE(t)

Lt Rt car ™
Ld21+Rd1+ I =E t
dtz dt C = Owcosw

1
LI"+ RI' +EI = Eyw cos wt

Ini merupakan model matematika dari sistem diatas dan
merupakan persamaan diferensial biasa orde 2 non homogen

Pertama dihitung solusi umum dengan cara membuat
persamaan menjadi persamaan diferensial biasa homogen,
sehingga penyelesaiannya seperti bab yang sebelumnya

1
LI"+RI'+=1=0
+RI'+ <

Persamaan karakteristik dari persamaan diatas adalah

L/12+RA+1 =0 atau/12+R/1+ ! =0
c L™ LC
Penyelesaian dengan menggunakan rumus abc
1 —b+VbZ—4ac _ 1t f—j‘%
12— 2a - 2
A :i(—R + |R? —ﬂ)
2L c
2 _i<—R — |R? —ﬁ)
2L c
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Jadi,

adalah solusi umum persamaan diatas.
Untuk solusi khusus maka lihat tabel pada gambar 3.10
Persamaan

LI"+ RI'+ 21 = Eqw cos wt

r(x)=kcos wx 2 y,(x) = K cos wx + M sin wx

Jadi solusi khusus persamaan diatas adalah

I, = a cos wt + b sin wt

dr :
I'y, = d—: = w(—a sin wt + b cos wt)
no= Tl 2 t — b sin wt)
p = =w’(-acosw sinw

Substitusi ke persamaan

1
LI"+ RI' +EI = Ey o cos wt

1
Lw?(—a cos wt — bsin wt) + Rw(—a sin wt + b cos wt) + C (a cos wt + b sin wt)

= Eyw cos wt

a b
[sz(—a) + Rwb + E] cos wt + [L(uz(—b) + Rw(—a) + E] sinwt
= Eyw cos wt + 0 sin wt

Untuk mencari harga koefisien a dan b dipisahkan bagian
sinus dan kosinus
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Bagian cosinus:
Lw?*(—a) + Rwb + % = Eyw
C

Lw(—a) + Rb +ﬁ =E,

1
—a(wL—R)+Rb—Eo

—as + Rb =E|,
Keterangan:

s = wlL —— Reaktansi
wC
X, = wL Reaktansi induktif
X, = ﬁ Reaktansi kapasitif
R = Resistansi

Z =+R?+s?
Z adalah impedansi atau tahanan total arus bolak balik
Bagian sinus:
Lw?(—b) + wR(—a) + % =0

Lw(—b) + R(—a) + ﬁ =0
1
—b(wL—E)—Ra=O

—bs—Ra=0

Dari
-sa + Rb = E,
-Ra-sb=0
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Didapat
Eys EoR

a=————— dan b=———
R2 + s2 R? + s2

Solusi partikular:

I, = acoswt — b sin wt

Eys EuR
= > coswt + —>

— sin wt
RZ+s2 R2+s

2

Sehingga solusi akhir didapatkan:
I=1I,+1,

a(_ 2_4L A _p_ |g2_iL X
RL( R+ R c)t RL( R-R c)t E

oS
cye ———coswt
+c, - +

In

EoR
R?+s2

=cqe sin wt

Ip

Contoh soal:

Dapatkan persamaan arus I(t) pada suatu rangkaian RLC.
Dimana tahana R = 11Q, induktor L = 0,1 henry (H), kapasitor
C = 10-2 farad (F), frekuensi f = 60 herz (Hz), Sumber tegangan
EMF E(t) = 110 sin wt, w = 27f.

Syarat batas ketika awal waktu

t =0, arus (I) dan muatan (Q) sama dengan nol.

Jawab:

Diketahui harga-harga R=110; L =0,1 H; C=10-2 F, f= 60 Hz;
dan E(t) = 110 sin wt

w=2nf=2.314.60 =377, maka E(t) = 110 sin 377t

Persamaan umum

1
LI"+ RI' +E = E(t)

0,11" +111' +10%] = 110.377 cos 377t
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Pertama dihitung dahulu solusi umum dari persamaan
disamping, yaitu dijadikan Persamaaan homogen
011"+11I'+10°1=0
Di hitung determinannya d =112 -4.0,1. 100 = 121 - 40 = 81
Harga determinan lebih besar dari 0 maka sistemnya adalah
over damping, akan didapatkan 2 akar bilangan real
Persamaan karakteristik
0,12+ 11A+100=0
A2+ 110A+1000=0
Difaktorisasi
(A+10)(A+100) = 0
Didapatkan akar-akarnya 2 bilangan real
A=-10  1,=-100
maka solusi umum [, = c, e* +c, e
:C1 e-][)t + C2 e-100t

Solusi khusus: I (t) = a cos wt + b sin wt

=qacos377t+bsin 377t
S=wl——=377.01 =374
ST e T T3 102 T 00
_ B __ 110374 _
T TRy 2T T 11243742~
E,R 100.11
b= - = 0,796

" RZ+s2 1124 37,42

Ip(t) = —2,71cos377t + 0,796sin 377t
Solusi: I=1,+1
p
I=ce™+ce’"-2,71cos 337t + 0,796 sin 377t

53



MATEMATIKA TEKNIK

Solusi akhir didapatkan dengan menghitung koefisien c,

dan c, dengan syarat batas
t=0—QdanI=0

Syarat batas yang pertama adalah untuk ¢t = 0 maka I = 0,

disubstitusi pada solusi diatas
t=01=0—1=c,e’+c,e?’-2,71cos0+0,796sin 0
O0=c,+c,-2,71>c,=2,71-c,
Dari persamaan

LI'+RI +2% = Eysinwt LI'+RI +% = Eysinwt
1=0 } LI"+R.0 +2 = Egsin0
Q=0 pada t =0 didapatkan I’ = 0

Solusi diatas diturunkan terhadap t didapatkan

dl _ _
I'===-10ce 10t — 100c,e~100¢

—2,71.377 sin 377t + 0,796.377 cos 377t
t =0, I’ = 0 disubstitusi ke persamaan diatas

0= —10c;e™® — 100c, — 2,71.377 sin 0 + 0,796.377cos0 | ¢; = —0,323
—10¢; — 100c, + 0,796.377 = 0 ¢, = 3,033
c; =—-271—1¢

Sehingga solusi akhir adalah

I(t) =-0,323e% + 3,033e19% - 2,71 cos 377t + 0,796 sin 377t

Osilasi paksa (forced osillations)

Lihat gambar 3.11 merupakan sistem pegas - masa teredam
dengan ditambah dengan gaya luar yag merupakan osilator,
sumber referensi no. [3] hal 85.
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Bentuk persamaan menjadi my" + cy’ + ky = r(t); r(t) adalah
driving force = gaya luar yang memengaruhi sistem.
r(t)=F,coswtdan F,> 0, w >0
Maka model matematika yang didapat adalah persamaan
diferensial biasa orde 2 non homogen:
my" +cy'+ky = F, cos wt
Dengan solusi y =y, + y,; y, adalah solusi umum (general
solution) dan y, adalah solusi khusus (particular solution)
Y, (t) =acos wt + b sin wt
Dideferensialkan

y'p,=-wasin wt + wb cos wt
y",=-w’acos wt + w? b sin wt
Disubstitusi ke persamaan my" + cy’+ ky = F, cos wt
Dikumpulkan bentuk sinus dan cosinus didapatkan:
[(k - mw?®)a + wcb] cos wt + [-wca + (k- mw?)b] sin wt = F, cos wt

pegas

&
z
r(t) <
m% beban

peredam

Gambar 3. 13 Osilasi paksa
Dari dua persamaan
(k-mw?)a+wcb=F,
-wea + (k-mw?)b =0
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Maka didapatkan harga a dan b adalah
k-mw?

a=F,————
0 (k-mw?)2+w?c?

b:F wc

0 (k-mw?)2+w?c?

k 2
’——0) k=mw
m 0 0

Maka harga a dan b menjadi

Jika

B m(w3 — w?) b wc
" m2(wg — w?)? + w2c? " m2(wg — w?)? + w?c?

a=
Analogi besaran mekanika dan listrik:
1. Persamaan diferensial untuk rangkaian RLC
LI' +RI + %1 = E, cos wt
2. Persamaan diferensial untuk sistem massa pegas teredam

my"+cy'+ky = F, cos wt

Tabel 3. 3 Analogi mekanik dan listrik

Sistem listrik Sistem mekanik
Induktansi L Masa m
Tahanan R Konstanta peredaman ¢

Kebalikan kapasitansi 1/C | Konstanta pegas k

Turunan E,w cos wt
adalah EMF
Arus I(t) J Simpangan y(t)

1 Driving force F, cos wt

Contoh soal persamaan diferensial orde 2 homogen referensi
(Ayres, 1967)

Suatu pelampung berbentuk silinder diameter 2 ft berada
mengapung di air (densitas 62,4 Ib/ft3) dengan sumbunya
mengarah vertikal (seperti Gambar 3.14).
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Ketika ditekan dan dilepaskan, diketemukan bahwa
periode getaran adalah 2 detik. Dapatkan berat dari silider.

=== x | e e

|

l\i\

Gambar 3. 14 Pelampung
Jawab:
Ambil perpotongan antara sumbu silinder dan permukaan
air sebagai origin ketika pelampung dalam keadaan
keseimbangan, dan ambil arah ke bawah sebagai arah
positif. Ambil x(t) menyatakan posisi dari pelampung
pada waktu t. Dengan prinsip Archimedes, suatu benda
yang sebagian atau seluruhnya ditenggelamkan ke dalam
suatu fluida maka akan didorong oleh suatu gaya yang
sama dengan berat dari fluida yang di pindahkan.
Maka berat air yang dipindahkan -pV, dimana p adalah
densitas air dan V adalah volume air. Sedangkan
V=nr’x

Berat air yang dipindahkan adalah -pnr? x =-62,4 w (1)* x
Dari Hk. Newton |I

ZF :Zma

.. Wdx
—-624m (1) X = ?P
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Dimana W adalah berat pelampung dan W =mg, besarnya
adalah masa dikalikan percepatan gravitasi bumi. Dan

. 2
a adalah percepatan dimana a = %
Wd?x 624
g dt? ATX
g = 32.3 ft/s?
d?x
W—7 = —624 gmx = —62,4.32,2 mx = 2009 nx
d?x 2009
EEE*-—ﬂ7-Hx =0

Model matematika yang didapatkan berbentuk
persamaan diferensial orde 2 homogen

. 2009
Misalkan a = T

Persamaan karakteristiknya A?+a =0
Untuk mencari solusi maka dihitung determinannya
d=0-41a=-41a
Persamaannya termasuk under damping
Persamaan karakterisik
A+a=0

A2 =—a=ai’

1=01+ a2 = tiva
Solusi under damping
y(t) = e (A cos w*t + Bsin w*t)
Maka solusi persamaan di atas adalah
x(t) = % [cycosva t + cysinva t]

_ 2009nt - 20097rt
X = ¢4 COS W ¢, sin W
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20091
w

Kecepatan sudut w = 2rf =

Periode = T = 2 maka frekuensi adalah f=7=1/2hz

w=2.m105=m

20097
2 _ 2
W =mn°= W
W_2009_2009_640[b
T w314

Contoh soal persamaan diferensial orde 2 non homogen
referensi (Kreyzic, 2011)

Osilasi paksa karena suatu gaya penggerak periodik yang
tidak sinusoidal

Suatu pegas, masa teredam dengan gaya luar r(t),
dimana gaya luar ini tidak berbentuk sinusoidal seperti
contoh soal yang lalu

peredam

Gambar 3. 15 Sistem masa, pegas teredam dan gaya luar
Diketahui masa (m) 1 gram, konstanta pegas (k) 25 gram/
s? dan konstanta peredaman (¢) 0,05 gram/s. Sedangkan
gaya luar dengan satuan g cm/s?. Maka didapatkan model
matematika sistem berbentuk persamaan diferensial
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my" +cy'+ky =r(t)
y"+0,05y"+ 25y =

r(t)
t+%jika—7r<<0

r(t)z r(t+27r)=r(t)

—t+%jika O<t<rm

r(t)
7C/2

AN
X ol N\

Gambar 3.16 Grafik input gaya luar

Dapatkan solusi y(t)
Jawab:

Solusi dijawab dengan mempergunakan deret Fourier

f(x)=ay+ Z(an cos nx +b, sin nx)
n=1
Sedangkan koefisien Fourier diberikan dengan formula Euler:
a, _ L f(x)dx

2z dn
1 ¢7
- d
a, ﬂj_ﬂf(x)cosnx x
1 ¢7
b, =— i d
., ﬂ_[_”f(x)smnx x
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aka koefisien Fourier a,untuk soal diatas adalah
1 0 V4 V4 T
a, —E(J‘_”t-i—zdf +j0 —t +5dlj

1 1 2 nt 0 1 ) nt
g =— —1" +— +| ==t +—
27 (\ 2 2 J|-= 2 2

koefisien Fourier a, adalah:

an:l IO t+£jcosntdt+rr —t+£jcosntdt+
T |- 2 0 2

1 0 0 7T T
a, =— J tcosntdt+JA —cosntdt-l—j —tcosntdt-lrj —cosntdt
- -7 ) 0 02

T

Diselesaikan dengan metode
J.u dv=—uv —jvdu

Didapatkan
1|t . 0 1 L A L 7
a, =—y—smnt| +-—cosnt| —_—sinnt| ——sinnt
T\ n -T n -t 2n -T n 0
1 T oo 7
——cosnt| ——sinnt
n? 0 2n 0
Dimana

Sin0=0,sin nr =0,sin(-nx)=0, cos 0 =1, cos (-nx) = COS

nr =(-1)

Maka
2-2(-1)"
)
mn
2-2(-1) 4
a, = =
1 12 12
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2-2(-1)°
Uy =——"5—"+=
T2
2-2(-1 4
a, = =
: r3? 732
2-2(-1)"
ay=——"7""=
T4
2-2(-1 4
az: = =
> r5° r5°

Dan seterusnya
Kemudian koefisien Fourier b, adalah

b, =l IO (t+£Jsinntdt+I”(—t+£jsinntdt+
T - 2 0 2

0 0
b =1(J‘ tsinntdt+.[ Zsinnta’t+J‘”—tsinntdtJr_rrzsinntaftj
- ) 0 02

-

Diselesaikan dengan metode
ju dv=uv —Jvdu

Didapatkan
1{ t o 1 0 ¢ T~ 1 . |
b, =—| ——cosnt| +-—sinnt| +—cosnt| +—sinnt
_ 2 _ 2
T n V4 n V4 n 0 n 0
Via T
——-cosnt
2n 0
Dimana

Sin0=0,sinnr =0,sin(-n7r)=0,cos0=1, cos (-nx)=cos nr

=1y
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Maka didapatkan
dan didapatkan

4 1 | 4
r(t)z—(cost+—2cos3t+—2c055t + ...jz—cosnt
3 5

T n’r

untuk
n=13,5,...

Sehingga model matematika dari sistem diatas adalah

y"+0,05y'+ 25y =2icos nt
nw
Persamaan karakteristk dari sistem dan persamaan diferensial
yang dianggap homogen adalah
2% +0,054+25=0
Determinan adalah
0,05% —4.1.25=-99,9
Maka sistem termasuk under damping, dimana solusinya adalah:
vy, =4, cosnt + B, sinnt

Dideferensialkan terhadap t

Vv, '=-nA,sinnt+nB, cosnt

n__ 2 2 .
Y, "=-n"A, cosnt —n"B, sinnt

Disubstitusi ke solusi diatas

—n* 4, cosnt — n* B, sinnt + 0,05 (-n A, sinnt +n B, cosnt)

. 4
+25( 4, cosnt + B, sin nt) =——cos nt
n
n
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(-4, +0,05n B, +25 4, ) cosnt +(~n B, —0,05n 4, +25B, )sin nt

4 .
=2—cosnt+Osmnt
nrxw

{(25—n2)An +O,OSan}cosnl+{(25—n2)Bn —0,0SnAn}sinnt

4 .
=2—cosnt+Osmnt
nrxw

Bagian cosinus didapatkan:
(25-1%)4, +0,05nB, -2
nrr

Bagian sinus didapatkan
~0,05n 4, +(25-n") B

n

=0

4, dan B, didapatkan dengan aturan Cramer

;i 0,05n
n-mw 4 5
L 0 (25-n7) ) 5(25-" ) _4(25—112)
) (25-7°) 0,05n _(25—n2)2+(0,05n)2  n'xD,
~0,05n (25-7)
4
(25—n2) n’r 4
_|-0,05n 0 _ o 0.05n _ 02
(25-7°) 0,05n (25—112)2-1—(0,0511)2 n*z D,
~0,05n (25 —n? )
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Dimana 5
D, = (25 —n’ ) +(0, 0511)2

Maka solusinya menjadi:
4(25-n)

Y, =——5———cosnt+
n27an n“rD,

b

sin nt
D, = (25 —n )2 +(0, 05n)2

C, =+ 4% + B?

y=Eyty;+tys+t..

Amplitudo:

Solusi akhir adalah:

Kemudian cara pendekatan untuk menggambar grafiknya adalah
dengan menghitung:

D, =(25-1)" +(0,05.1)* =576,0025

4(25-1)° 0,2 .
———~coslt+ 3 sinlt =0,053cost + 0,00011sin¢

y =
: 127TD1 1“7 D,

C, =+/0,053% +0,00011% = 0,53
Dy =(25-3° )2 +(0,05.3)* = 256,022
4(25-3)

y; =—=——-=>cos 3t +
> 321D, 37 D,

B

sin 3¢

C, =+/0,00882 +0,000028> =0,0088

Dy =(25-5 )2 +(0,05.5)° =0,0625
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Dan seterusnya sehingga didapatkan amplitudo-amplitudo:
C,=0,53

C,=0,0088
C,=0,2037
C,=0,0011
C, = 0,0003

dan seterusnya, maka gambar yang didapatkan adalah

y

Gambar 3. 17 Intepretasi input dan output

3.5 Persamaan Diferensial Parsial

(Partial Differential Equation / PDE)

PDE meliputi penurunan sebagian (parsial) dari fungsi dengan
varibael-variabel 2 atau lebih.

Jika y adalah fungsi dari x> y = f (x), maka turunan y terhadap x

adalah % merupakan laju perubahan y terhadap x.
X
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Jika z adalah fungsi dari x dan'y = z = f (x,y), maka turunannya

adalah & dan ﬁ dan disebut diferensial parsial.
ox oy'

Jika diturunkan lagi

00z &z 90z &z 0z Oz

xdx o oxdy axdy oxaxdy ooy

Notasi yang bisa dipakai Z=f(x)—>g=zx =f =1

0.
Contoh X
_ _ 3 xy
Z—f(x,y)—x y+e
ﬁl Oz

ayzazfx=zx=ﬁ=3x2y+yexy

of oz N

o oz N N
ﬁ:%ﬁwzzxyzﬁzﬁxzﬁ%y*xyey
2 2

(2{‘:%: xx:ZH:ﬁ1=6xy+yzexy

X X

Of oz 3 o
@}_326)}_3: m:zm:fzzzzxe

’fr o’z

ooy - ooy o

dst

_ _ _ xy 2 xy
=Zyy =filp =6x+2ye” +xy’e

Contoh pada termodinamika T=T(p,v,s,u) artinya temperatur fungsi

tekanan, volume, entropy, dan energi dalam.

p
konstan

oT :
[—J turunan fungsi temperatur terhadap tekanan untuk volume
V
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oT : .
(—j turunan fungsi temperatur terhadap volume untuk entropi

N

konstan

op
dalam konstan

T . .
(a—J turunan fungsi temperatur terhadap tekanan untuk energi
u

oT : :
(a—j turunan fungsi temperatur terhadap entropi untuk tekanan
A
p

konstan

3.5.1 Diferensial Total
Diferensial total dari 5 5
z= f(x,y) adalah d L
f(xy) Pl
Secara umum untuk fungsi
u=f(x,,z..) maka diferensial totalnya adalah

du =gdx+gdygdz +...
Ox oy = 0Oz

Contoh soal dari buku referensi (Kreyzic, 2011) untuk persamaan
diferensial parsial, persamaan diferensial total dan aturan berantai
(chain rule): 4
1. Dapatkan Lid jika y=Insin2x

dx
Jawab:

y=Insin2x

D nsinax) = D ginox
dx dx sin 2x dx
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Persamaan Diferensial (PD)

cos2x

d2x cos2x

cos2x 2

2=2

sin 2x

dx  sin2x sin2x  tan2x

Bisa diselesaikan dengan chain rule

dv _dy du dv
dx du dv dx

y=Insin2x
y=Inu

dy 1
e

u=sinvy

u

du
— =CosV
dv

v=2x
dv
"
dy
dx

2

1
=—cosv2=

u sin 2x

2. Dapatkan @ jika z=2¢

cos2x2=
tan 2x

sin¢

. t . . . . .
Selesaikan dengan metode perkalian diferensial atau diferensial

total

Jawab:

Metode diferensial parsial
(uv)'=u'v+v'u

z =2t sint
S

u v

dz

— =z'=(uv)'=u'v+v'u

= 4¢sint + cost 2t
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= 4¢sint + 2t cost

Dengan cara diferensial total dz :§dx + %dy

x dy
z=2¢sint
[ =]
atau 7
z=Xxy

dzzﬁder%dy

dx dy

Dibagi dengan dt
d: _dzdv dz dy

—= +
dt dxdt dydt

e C o, e
LTI
z_ ,oodx o ody | \
—=z'=(xy)'=y—+x—=x'y+y'x
dt () =y txr=xty+y

Bentuknya sama dengan
(uv)'+u'v+v'u
Jadi bisa dikerjakan dengan metode perkalian diferensial
z=x’ x=sint y=tan 't
dz
Dapatkan —
dt

Jawab:

Rumus diferensial total
Oz Oz

dz=—dx+—dy
ox oy

oz _
z=x" 5> ==
ox
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¥ oz

z=x > ==
oy

z=x"
Inz=Inx"
elnz :elnxy
Z_eylnx
0
G2 _ gyinx (lnx)
oy
%zlnxeylnx
oy
gzlnx Inx
oy
%zlnxxy
oy
%zxy Inx
oy

Disubstitusikan ke persamaan diferensial total
dz = gdx = %dy
ox oy
dz = yx’Vdx + x” Inx dy
x=sint —> dx=costdt

dt

y=tan't >dy= 5
1+1¢

dz = yx” ' costdt + x¥ Inx dt

1422

dz -1 x” Inx
—=yx’" cost+

dt 1+1¢
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Harga — harga x=sin#, y=tan ' ¢ disubstitusikan menjadi

dz
dt

72

—=tan" f(sin t)<tam_1 0 cost +

(sin t)tan_] "Insin¢
2

1

1+¢

2
Diberikan x +¢* =¢, dapatkan % dan d—zx untuk x =0

dant=1. dt
Jawab:
x+e' =t
dideferensialkan
dx +e*dx=dt
dibagi dengan dt didapatkan
dx  ,dx
—+e —=1
dt dt
(1+eX)ﬂ=1
dt
dx 1
dt 1+

Dimasukkan harga-hargax =0, t =1
de 1 1

1
dt 1+¢° & 2

Persamaan awal diturunkan ke t

L dx
Dengan e’ —
o dt

d_2x+ xd_2x+ x dx dx—

S e T aar
d*x d*x dx 2
d—2+€xd—2+€x —_—
t t

dt



Persamaan Diferensial (PD)

2 2
(o) ve| o] 0
dt 1+¢*
d*x e’

- (1+ex)3

Dimasukkan harga-hargax =0, t=1

d*x 3 et e 1 1

(e} (lre) (1) 8

3.5.2 Persamaan Difusi/ Persamaan Aliran Panas
(The Diffusion or Heat Flow Equation)
Referensi (Boas, 1983) halaman 550
Panas mengalir pada papan/ lapisan/ dinding (heat fow in
bar or slab)
Persamaan aliran panas adalah
2 1 ou
Vi=——
a” Ot
u adalah temperatur dan « adalah konstanta sifat material/ bahan
yang dialiri panas tersebut, dan t adalah waktu.

V=z—+ji+l€£
X oy 0z
V: =VvV= z£+ji PO 05949
x Oy 0z ox "oy Oz
o> o &
=2t 2t %
ox~ oy° oz
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Vu :%G_u
a’ Ot
Fu du @1
ot oyt At ator
Diasumsikan solusi dari persamaan di atas adalah
u =F(x,y,z)T(t)
u adalah temperatur
F adalah faktor u yng tergantung posisi (x,y,z)
T adalah fakor u yng tergantung waktu (t)
Substitusi persamaan diatas ke persamaan awal, didapatkan

TV*F :%Fd—T
o dt
Dibagi dengan F T
Lgop_ 1 1dr
F a2 T dt
Ruas kanan = ruas kiri = - k2
Ruas kiri: .
— V2 F =—k*
F
atau
V2F+k*F =0
Disebut persamaan Helmholtz
Ruas kanan:
1dT
— %
a2 T dt
d—T— K a’T
dt
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Diintegrasikan
T — e—kzazT

Contoh:

Aliran panas melalui dinding dengan ketebalan | (misal
dinding lemari es). Diasumsikan permukaan sangat lebar sehingga
efek adanya tepi diabaikan dan diasumsikan bahwa panas mengalir
hanya pada arah x saja.

Dimisalkan lapisan dinding mempunyai distribusi temperatur
steady state awal dengan x = 0 adalah 0°dan pada x = | adalah
100°.

Pada t = 0, dinding x = 1 (sama dengan dinding x = 0)
ditetapakan pada 0°, kemudian akan dicari persamaan temperatur
pada setiap x (pada dinding) pada setiap waktu selanjutnya.

y

Gambar 3. 18 Aliran panas pada dinding

Temperatur steady state awal u, memenuhi persamaan Laplace
2
V uo :0

2 2 2
Ouy O'uy Ouy

=0
a’ ot o
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Untuk satu dimensi )
0“u, 3

o’ 0

Solusi untuk persamaan ini adalah u, = ax + b, dimana a dan b
adalah konstanta yang didapatkan dari kondisi awal. Yaitu pada u,
= 0 pada x = 0 dan u, = 100 pada x = 1, maka didapat:

100

Uy =—7""X

/

Dari t = 0, memenuhi persamaan Helmholtz satu dimensi

d’F

2 _
> +k“F=0

dx

sin(kx)

Solusinya adalah F(x):{ k)
COS

Sedangkan u = F(x) T(t), dan T = e P maka u{

Kita tidak memakai solusi yang cosinus dari permasalahan ini,
karena u = 0 pada x = 0. Dan juga diinginkan u = 0 pada x =
1, yang memenuhi adalah jika sin kI = 0, dimana kl = nn, atau

k = % (nilai-nilai eigen/eigen values). Maka solusi-solusi dasarnya

(atau eigen function) adalah

22 . *{*j’. nrx
u=ek‘”s1n(kx)=e I gin—=
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Dan solusinya adalah sebuah deret

n=1 "

O *[@T’ . nTX
U= Z b e sin 7
Padat=0, u=u, yaitu:

© . NITX 100
u= Zn:]bnsmT =u, = Tx
Artinya mencari deret sinus Fourier untuk (100/1)x, pada (0, 1); maka
koefisiennya adalah:

_1 n—1
100201 e 200(1)

n
I 7nn T n

Dengan mensustitusi ke persamaan di atas, didapat solusi akhir

) 27\’ 37a}
u _200 ei[Tj tsinﬂ—le{T] tsinm-l—lei(T] tsinh—er...

V4 (10) /
RANGKUMAN:

Pada bab ini sudah dipelajari tentang persamaan diferensial
homogen dan non homogen orde 1 dan 2 dan cara penyelesaian
secara pemisahan variabel maupun secara analitis, untuk sistem
dengan mengetahui nilai determinan maka dapat digolongkan 3
macam redaman yaitu:

1. Under damping
2. Critically damping
3. Over damping

Serta pembelajaran tentang persamaan diferensial parsial dan
persamaan diferensial total serta cara penyelesaian serta aplikasi
pada beberapa problem.
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UJI CAPAIAN PEMBELAJARAN:

1. Kerjakan kembali soal Tangki air dengan keadaan awal 100
Ib diubah 200 Ib. Masing-masing berisi 5 Ib garam diubah 4
Ib garam.

2. Dalam suatu tangki penyimpanan bahan bakar minyak, fluida
mengalir melalui suatu lubang pada dasarnya. Diameter
tangki 5 meter, diameter lubang 2.5 centimeter, tinggi awal
fluida 4 meter. Kapan tangki menjadi kosong?

BAHAN DISKUSI:

e Bagaimana cara untuk mengetahui ketinggian fluida pada
tangki penyimpanan BBM diatas untuk beberapa waktu yang
berbeda?

e Apakah arti fisis dari under damping, critically damping, over
damping?

e Jelaskan maksud resistor, kapasitor, induktor impendansi,
reaktansi kapasitif dan reaktansi induktif ?
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BAB 4
TRANSFORMASI LAPLACE

Standar Kompetensi
1. Mampu menerapkan llmu dasar, komunikasi dan pendukung ilmu
perminyakan dan atau panas bumi (CPP 1)
2. Mampu menerapkan pemikiran Logis, Kritis, Sistematis, dan
inovatif dalam konteks pengembangan atau implementasi ilmu
pengetahuan teknologi Perminyakan dan atau panas bumi (CPKU

)

Kompetensi Dasar

Mampu memahamitentang sistem, merumuskan model matematika dan
mencari solusi sistem yang berhubungan dengan Teknik Perminyakan
dan Panas bumi (CPP1)

Indikator

1. Mahasiwa mengulang materi tentang bilangan komplek dan
aljabar komplek

2. Mahasiswa mengerti tentang prinsip transformasi Laplace (TL),
integral Laplace, theorema - theorema Laplace Mahasiswa
mengetahui bermacam-macam geometri reservoir

3. Mahasiswa memahami cara pembuatan dan penggunaan tabel
tranformas Laplace

4. Mahasiswa mampu untuk menyelesaikan solusi persamaan
diferensial
dengan mempergunakan tabel transformasi Laplace.

Deskripsi :

Persamaan Diferensial yang didapatkan pada pemodelan bisa dicari
solusinya dengan beberapa macam cara yaitu secara pemisahan
variabel, analitis, deret selain solusi persamaan diferensial bisa dicari
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dengan cara menggunakan transformasi Laplace. Penyelesaian
dengan beberapa macam cara seharusnya hasilnya sama. Pada bab
ini akan dibahan cara mendapatkan solusi dengan menggunakan
transformasi Laplace. Sebelumnya akan dibahan tentang bilangan
kompleks sebagai pengulangan (review) dari referensi (Ogata,
1981)

4.1 Bilangan komplek ( Review)

Padasuatupersamaan kudratyangberbentuk az* + bz + ¢ =0,
maka solusinya dicari dengan rumus kuadrat (rumus abc) yaitu akan
mendapatkan akar — akar dari persamaan kuadrat tersebut

Ik Jb? = 4ac

2a

z

Diskriminan d =b* — 4ac

d =0 akan menghasilkan akar-akar riel sama z

d >0 akan menghasilkan akar-akar riel tidak sama z, &z,

d <0 akan menghasilkan akar-akar komplek z,, =x+iy

z,, =x =iy disebut bilangan komplek yang berpasangan (complex
conjugate)

x adalah bilangan real — Re(z)=x disebut bagian real
y adalah bilangan real — Im(z) =y, daniy disebut bagian
imaginer
bisa juga ditulis
z=(xy)

digunakan symbol i =~/-1 dengan i* =-1
Contoh bilangan komplek:

716 =641 = 4i
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22 =2z+2=0
24/4-42 2+J-4 2+a-1 2+2i
z,= = = = =1+
’ 2 2 2 2
Bidang komplek (complex plane)
z=x+iyatau z =(r,0)
Yoo
__________________ Iz
r |
6\ i
X

Gambar 4. 1 Bidang komplek
x=rcos@ dan y=rsinf

Sehingga
z=x+iy=rcosf+irsinf=r(cosd +isin0)

Besar (magnitude) dari z adalah

r=|z|=\/x2 +y?

Sudut dari z adalah

Jadi x=|z|cos6’ dan y=|z|sint9
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Menurut teorema Euler
cos@ +isin@ = e”
x+iy=r(cos@+isin@)=re”

Jadi bentuk persegi panjang (rectanqular) adalah
z=x+1y
z=|z|(cos€+isin9)

Sedangkan bentuk polar adalah
z=|z|<6’=r<9
z =|Z|€i‘9 = reia
Complex conjugate dari z=x +iy adalah z=x—iy sehingga
z=x+iy = |z|< 0= |Z|(cosﬁ+isin6’) = re
E=x—iy=|z|<—6’
=|z| (cos(—9)+isin(—9)
=|Z| (cos@ —isinB)

=re

Sedangkan operasi aljabar untuk bilangan komplek adalah Dua
bilangan komplek z dan w dikatakan sama jika dan hanya jika
bagian riel sama dan bagian imaginer sama
z=x=iy dan w=u+iv
z =w jika dan hanya jika x=w dan y=v
Penambahan:
z+w =(x+iy)+(u+iv)
=(x+u)+i(y+v)
Pengurangan:
zZ=w =Z+(—W)=(x+iy)—(u+iv)
=(x—u)+i(y—v)
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Perkalian:
e Bilangan komplek dikalikan bilangan riel a
az = a(x+iy) =ax +iay

e 2 bilangan komplek dikalikan
zZw =(x+iy)(u+iv)
= XU+ iyu + ixv+i yv
=i ( + )-
= (aigi )+ ( + )

e Perkalian bentuk polar
z =|Z| <0
w= |w| <dn
ZW=|Z||W| <(6’+®)

e Perkalian dengan i
z=x+iy=z<6
i=0+i=1<90°
iz=(1<90°)(z <0)=|z|< (6 +90°)

Perkalian dengan i adalah rotasi sebesar 90 dengan arah berlawanan

dengan jarum jam

e Pembagian bentuk persegi panjang

z X+y X+iy u—iv

W o u+iv u+iv u—iv

(xu+yv)+i(yu—xv)

u? +v*

Xu+yu . yu+Xxv

u? +2 u? +2
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e Pembagian bentuk polar

<0 B, g

z
w_|w|<®_|w|

e Pembagian dengani

z x+iy x+iyi xi—-y .
—_= = —= = — X
i i i -1

Pembagian dengan | merupakan rotasi sebesar 90dengan arah
sama dengan arah jarum jam

Pangkat dan akar

S |-

z

Z" = (|z| <) = |Z|n < (n@)
Catatan :
|2 =[]

1
(or =14 <(2)
n
|z+w|¢|z|+|w|

Komplek konjugate dari z, +z, adalah z =z, + z,

|Z|=\/ZE

Contoh soal bilangan komplek:
Jadikanlah bentuk polar (z=r <)
241
z =
3+4i

1.
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Jawab:
240 2+i 34 (2+i)(3-4)
3+4i 3+4i 3-4i (9-16i"
_ 6-8i+3i—4i°

9+16
_6-5i+4 10-5 2 1,

———1

25 25 55
2
T /2 1 [4 1 1
= 2+ 2: — 4+ - = |———=—
: Y (5} [5) 25 25 5
1

0 =arc tanZ =arc tan—5 =arc tan(—lj ==-26,565°
X 2 2
5
=2t L 65650
3+4i 45
z=(8,66 —1'5)3
Jawab:
z=(8.66—i5)

r=(8:66) +(=5)" = 74,9956+ 25 =10

0 =arc tan_—5 =-30°

b

8,66 —i5=10<-30°
z=(8.66-i5)" =(10 <~30°)" =1000 < ~90°
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1
z=(2,12-i2,12)2
Jawab:

1
z=(2,12-i2.12)2
r=y(212) +(-2,12) =3

0 =arc tan(_z’lzj =-45°

2,12
z=—1-i
Jawab:
z=—1-1i
r=y(-1" + (-1 =2

0 = arctan (_—lj =-45°

z =(1 + i)2
Jawab:

Z=(l+i)2
1?2 +12 =42

0 = arc tan (%) =45

T =

_2+i

z=
3—1i
Jawab:

z=

1
z=(3<-45)2 =3<-22,5

J2 < 45°

z=(1+i)2=(ﬁ<45°)2=2<90°

J_2¥i_2+i 34i_(2+0)(3+1) 6+2i+3i-1

30 3-i 3+i
_5+50 1
10 2

1.
+—i
2

3 +1
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Transformasi Laplace

0 = arc tan

2+z_
3—1
\/§+3i
1—-1i
Jawab:

z =

\/§+i\/§+3i—3

5 +3i I+i
1+1

\/§+3i_

TS 1—

—3+\E+(3+\/§)i__3+\/§ _
= Hit

1+

3+\/§

2

2

2

(5

:%m

@ =arc tan

3+\/§

2

—3+\/§

2

Jz +[3+‘BJ2 :%\/(—3+\/§)2 +(3+ﬁ)2

3+\/§
3+45

|

=arc tan(

2

5,236 j: _81.69°

=arc tan
—0,768

J—+311

1-1i

JT;< —81,69°
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Keterangan

(-3+5)(-3+45)=9-3V5-35+5=9-6{5 +5
(3+\/§)(3+\/§)=9+3\/§+3\/§+5=9+6\/§+5

i
8. z=l-—
NE]
9 z=—4iz=-4i
10. =3

Jadikan bentuk persegi panjang (z = x +iy)

1. z="7(cos110°—isin110°)
Jawab:
z =7 (cos110°—isin110°)

=7cos110°—i7sin110°
=-2.394-16,578

2. z=\/§eji

Jawab:

=z

ool 3ol
a(4-1)

3. z=2(cos£+isin£
6 6
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1 1
=2|=B+i—|=3+i
2 2)
4. z= 2@1[
Jawab
z =\/56T =\/5(cos£+isin—]
1 B! .
:ﬁ(_ﬁﬂ_ﬁ):m
2 2
37 .. 3w
5. Z=C0S— +isin—
2 2
6. z=5 cos0+isin0)
7. z=5(cos20°+isin20°)
8. z=2 cos£+isin£)
4 4
9. z:4(cosz—ﬂ—i sinz—ﬁj
3 3
10. z=cosm—isinrx
Keterangan:
Tabel 4.1
Harga-harga sinus, kosinus dan tangen
0° 30° 45° 60° 90° | 180° | 270° | 360°
sin|o| L e ta 1] o 1| o0
2 2 2
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0° 30° 45° 60° 90° [ 180° | 270° | 360°
1 1 1
cos | 1 —+/3 —~2 — 0 -1 0 1
2\/_ 2\/_ 2
1
tan | 0 5\/5 1 B | Plol|=]o
y
)
Ea™ y=cos w t y=sin wt

Gambar 4. 2 Grafik sinus dan kosinus

4.2 Transformasi Laplace (Laplace transformations)

Salah satu metode untuk menyelesaikan persamaan
diferensial adalah dengan transformasi Laplace, dari sumber
referensi (Prayudi, 2006) & (Kreyzic, 2011)

Adapun step-step dalam metode transformasi Laplace adalah
Problem f(t) di ruang t — transformasi Laplace — persamaan F(s)
diruangs d Solusi f(t) di ruang t <« invers transformasi Laplace <«
pers. diselesaikan F(s) di ruang s

Transformasi Laplace

LLr()]=F(s)=[ f(e)edr (4.1)
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Transformasi Laplace

f(t) adalah problem, suatu persamaan fungsi waktu, sedemikian
hingga f(t) = 0, untuk t < O,

sedangkan s adalah variable komplek dan £ adalah operator
transformasi Laplace.

I:f(t)e*”dz adalah integral Laplace

Invers Transformasi Laplace:

£[F(s)]=1()

f(t) adalah solusi dalam ruang t. Invers transformasi Laplace dilihat
di tabel transformasi Laplace

Theorema diferensiasi :
d !
turunan | £{Ef(t)}:£[f (1)]=sF (s) -1 (0)

turunan |l E{%f(t)}=£[f"(t)]=sz F(s)-s/(0)-"(0)

dst.

£(0) adalah nilai awal dari f(¢), yaitu padat=0
/'(0) adalah nilai awal dari f"(r), yaitu pada t =0

Theorema integrasi :

c[1r(a]=F), O

N N

dimana F(s)=L£[ f(t)] dan £~ (0)=] f(¢)dt padat=0
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Theorema residu:

F(s):B(S)z i I S
A(s) s+p, s+p, | s+p,

4 {(s +p,) B(S)Lp

A(s)

k=12,...n
Theorema pergeseran s (s shifting):
Untuk
Llr()]=F(s)=[ e r(r)ai
dan untuk

Fs=a)=[ e p(t)de=[ e (e f(1))de=L[e" £ (1)]

0

sehingga
kalau L[coswt]= — maka  L[e” coswt]z%
5T+ (s—a) +o
kalau  L[sin wt]=— @ maka  L[e” sinwt]= 0)2
s +o (s—a) +o’

Sifat kelinearan
Bila f(t) dan g(t) mempunyai transformasi Laplace yaitu

L f(t)]=F(s) dan L[g()]=G(s)

Untuk sembarang konstanta dan, berlaku :

E[clf(t) + czg(t)} =01£[f(t)} + czﬁ[g (t)]
= c,F(S) + c2G(s)

maka berlaku juga untuk invers

c! [CIF(S)+c2G(s)] =c L [F(s)] +co, L7 [G(s)]
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Transformasi Laplace

= f(t)+c,g(?)
Contoh 1:
Fungsi step (step function)
Diketahui fungsi f(t) = 1, ketikat 20
Fungsi ditransformasi Laplace

Llr(6)] =F(s)

© o0

— _ —st __ st
—E[l]—joe ddt = Se 0
Lo - o)__l[L_Lj
- B - B e—oo e—()

1 1
=——(0-1)=—

S( ) s

Contoh 2:

Fungsi eksponensial (exponential function)

Diketahui fungsi 1 (z)=e ketika >0 dan a adalah konstanta
Fungsi ditransformasi Laplace

LLf (1) =F(S)=£[e‘”}

=I:e“’efstdt = I:et(aﬂ)dt

o0

— J.Doe—t(s—a)dt - _ 1 e—t(s—a)

0 s—a

Contoh 3:
Fungsi hiperbolik (hyperbolicus function)
Diketahui

at 1 —at

coshat:l(e‘” + e“”):le +—¢
2 2 2

93
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sinh at = l(e’” —e ) = le‘” - le"”
2 2 2

Dapatkan transformasi Laplace, jika diketahui sifat-sifat kelinearan

E[af(t) + bg (l):l =al [f(t)} + bﬁl:g (t)}

Tabel Transformasi Laplace
Dari data-data di atas akhirnya akan didapatkan table transformasi
Laplace lihat tabel 4.2 transformasi Laplace dibawah

Contoh soal dan soal yang menggunakan table Transformasi Laplace
Dapatkan Transformasi Laplace dari fungsi berikut
1. f(r)=2r +3cos2t
2. f(t)=4t> —3sin2¢
Jawab
[ f(r)] =£[ 26 +3c0s2t | = £] 26 |+ 3L[cos 2]

!
=23_4'+3 2S :% 23S
Ky s“+4 s sT+4
3s5° +1257 +48
54(32 +4)

[ f(e)] =£[4¢ ~3sin2e |=4L[ | -3L]sin 2]

2 .3
:43_3 2 :32+8s 6s

s sT+4 § (s2 + 4)

3. f(t)=sin3t+2¢"
Jawab:
£ sin3r+2¢"}  =L{sin3r}+2L{e"}

3 2 25 +35+9
= +2 =

5249 s=3 (s2+9)(s—3)
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4.

f(t)=3 cos 3¢t — 4sin 3¢
Jawab:
£{3c053t—4sin3t} =3£{cos3t} —4£{sin3t}

_3 K 4 3 35-12

2 +9 $$+9 249

Dapatkan Invers Transformasi Laplace

3 4
F(s)= -
(S) s—2 s+3

Fs)=—S 4 2

s2+9 s-2
Jawab
3 4
c'F =L -
[ (s)] L—2 S+3i|
=3[1[ ! }—45‘[ ! }
s—2 s+3
=3e* —4e7

clre] =25

s2+9 s-2

:4[‘[ 21 }351[#}
s +9 s—2

=4cos3t + 3e*

35 —137
ﬁ[f(t)]:sz +2s +401

Jawab:

0 =th{3(s+1)—140}

(s+1)" +400
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:351{—(S2+1) }—751{—220 }
(s+1)" +20° (s+1)" +20°

f(t) =¢ [3 cos(207) - 7sin(201)}

3s+2

8. F(S):s2+4

Jawab:

ro-c e b )

f(¢)=3cos 2t + sin 2t

Teorema diferensiasi transformasi Laplace (Review):
L[x(t)] =X(s)
£[X'(t)] =sX (s)—x(0)
L[X"(t)]=5X (s)-sx(0)—x'(0)

1. Dapatkan solusi y(t) dari persamaan diferensial
2

y"+4y" +4y=e* dimana y’ :d E
Dengan keadaan awal y(0 0 ( )=4

Jawab:
Transformasi Laplace dari persamaan

V(1) +4y' (1) + 4y (1) =™
adalah:

,C[y”(t) + 4y'(t) + 4y(t)] = £[e_2']

£l (e + 42ty (0)+42] (1) )= £ ™ ]
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Transformasi Laplace

1
s+2

[szY(s) - sy(O) - y'(O)] + 4[sY(s) - y(O)] + 4Y(s) =
Dari syarat batas:

y(O) = Odany'(O) =0
Persamaan mejadi:

1
2y 4sY 4y (s)= 4
s°Y (s)+4sY (s)+4Y(s) S+2+
1
2 445+ 4)Y (5)= 4
(s” +4s+4) (s) s+2+
1
2)*Y(s)= 4
(s+2) (S) s+2+

14
(542 (s+2)

Y(s)

Kemudian solusi dicari dengan menggunakan invers
transformasi Laplace:

[y (s)]=r(1)

] 4
»0)=£ (s +2) +(s+2)2 -

| 1 | 4
y(0)=£ Ls+2)3}+c |:(S+2)2:|

Tabel transformasi Laplace yang dipakai adalah:

 ar k!
t“e™™ k>-1 W

Maka solusi akhir didapatkan:
y(t)=1t’e™ +4te™
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2. Dapatkan solusi x(t) dari persamaan diferensial

x"+4x"+40x=0 dimana x”zd—zzx dan x'=ﬂ
t dt

Dengan keadaan awal x(0)=3,x'(0)=0.
Jawab:
Fungsi di transformasi Laplace
L[x"(t)+4x'(t)+40x(1)] =0
52X (5) = sx(0) = x"(0) + 4[ sX (s) = x(0) ] + 40X (5) =0
Dari syarat batas:

x(0)=3 dan x'(0)=0
Persamaan mejadi:
s°X (s)=3s+4sX (5)-4.3+40X (s)=0

(57 +45+40) X (s)=3s +12=3(s +4)

X(s) =

3(s+4)  6+3(s+2)
$* 45 +40  (s542) +5°

6 3(s+2)
(s+2)2+62 " (s+2)2 +6

Invers Transformasi Laplace

x(t)=:‘{x(s)}=cl{ I 3(“2)}

(s+2)2 +6° (s+2)2 +6°

x(t)=C" {—62 }+ 30 {—(S *2) }
(s+2) +6° (s+2)" +6

X (t) =e ' sin 6t + 3¢ cos 6t

x(r)= e {sin 67 + 3 cos 61}
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3. Dapatkan solusi x(t) dari persamaan diferensial

2x

dan x'=ﬁ

x"+3x"+2x=0 dimana x" = 5
dt dt

Dengan keadaan awal
x(O)za,x'(O)zb; a dan b konstan

Jawab:

Fungsi di transformasi Laplace

E[x" +3x"+ 2x] =0

szX(s) - sx(O) - x'(O) + 3[sX(s) - x(O)} + ZX(S) =0
Dari syarat batas:

x(O)zadanx'(O)zb

Persamaan menjadi:
SZX(S)—CZS—b+3':SX(S)—CI:|+2X(S)=O

[sz +3s+2]X(s)—(as+b+3a)=0

[sz +3s+2]X(s)=(as+b+3a)

* _s2+3s+2 _(s+1)(s+2)

as+b+3a as+b+3a
X(s)=

Untuk mendapatkan akar — akarnya maka persamaan
difaktorisasi dengan mempergunakan teorema residu

as+b+3a A A
X(s)= __“4 2
(S) (s+1)(s+2) s+1+s+2

Theorema Residu (Review)

B(S) a, a,

F(s)= =
(S) A(s) S+E+S+Pz+ s+P
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a {(H o) 26)

k=12,...n
Kemudian harga-harga A, dan A, dihitung

as+b+3a as+b+3a
A: 1— = -
1 {(“)(m)(ﬁz)l_l { 512 1_1

4 —M—2a+b
! —1+2

as+b+3a as+b+3a
A, = 2)— = | rrToe
: {(” )(s+1)(s+2):|s_2 { s+1 1_2

y _—2a+b+3a__(a+b)
41

Persamaan diatas mejadi:

X(s)z as+b+3a :2a+b_a+b
(s+1)(s+2) s+1 s+2

Dari tabel transformasi Laplace
f () L [f@®)]=FGs)
1

S—a

eat

Maka invers transformasi Laplace dari persamaan diatas adalah

x(t) = [X(S)}:El[2a+b a+b}

_El[2a+b}+gl[_a+b}

s+1 s+2
s+1 s+2
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=(2a+b)£_l[

sid}_(a+bﬁﬁ{si2}

x(t) = (2a + b)e_’ - (a + b)e_Zt

Tabel 4.2
Tabel Transformasi Laplace
F(s)=L(F (1)) F(t)
1 1/s 1
2 1/s2 t
3 /s (n=1,2,...) t(n-1)!
4 /s 1/rt
5 1/s372 2/Nt/
6 12 (a>0) t1/t(a)
7 ! et
s—a
1
at

8 (S _ a)z 1

1 1

n=1,2, -1 gat

2 ( ) e
1 O 1 (k > 0) tk-1eat

s — a)k F(k)
11 ! (a ES b) ! (eat _ ebt)

(x - a) (x - ) a-b
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1 1
1 2 a# b aeat — bebt
ma)-p) 77 ooy (e —be
13 ! sin ot
2 + @? ®
14 > cos wt
s° + @?
1 1
15 —sinh at
s —a® a
s
16 cosh at
2 _ g2
1 1
17 ) —e” sinwt
(s—a) +w 0]
s—a
18 R e” cos wt
(s—a) +o
1 1
19 —(1—coswt
S(S2 +a)2) a)Z( )
20 ! (ot —sin o)
—(wt —sin w
s2(s? +0?) >’
21 1 (sin wt — wt t)
sin @t — Wt cos @
(S2 +602 )2 2a)3
22 s ! sin ot
EpERE o sin @
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F(1)

23 S R L(sina)t—a)tcosa)t)
(s* + 0* )? 2w
s
24 (s* +a” )(s* +b)* 5 ! — (cosat —cosbr)
(a® %) b
25 1 L (sin kz cos kt — cos kt sinh kt)
st +ak 4k’
s I . .
26 4—4/(4 W sin kt sinh kt
ST+
27 1 L (sinh &t — sin kt)
st —4k* 2k’
28 L 1 (cosh kt — cokt)
st -4k 2k*
— — 1 p
29 o —a-s_b 3(ebt_et)
2N/t
30 1 *W% a—b
/ / 0 t
s—a—~s—-b € [ > j
1
31 — Jo (at)
32 : L g (1+2ar)
(s—a)’”? Jrt
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N

F(s)=£(F () F (1)
s \/; P h-1/2
k>0 EASCAN L
33 (SZ a2)k ( > ) r(k (261) Zk_l/z( )
34 —aels u (t — a)
35 e % 5(t—a)
36 1 gus Jy (2t
K
37 %e_k/s ﬁCOSQ.\/_
1 5 | S
38 s37 kil \/;k smh2\/E
k Pw
39 Bl (k>0) 2\/—76 ¢
40 Lins ~Int—y (y=0,57772)
S
§—a 1 bt at
41 | Z _
0t o o)
42 In i :zw (1 cos a)t)
2 2
43 lns —2a g(l—coshat)
Ky t
44 arctan @ %(sin a)t)
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F(s)=£(F(2) F(1)

45 larccot S Si(t)
s

Contoh-contoh soal:

Soal no 1 Referensi (Kreyzic, 2011) halaman 133 Rangkaian Listrik
Dapatkan arus j dan i, pada gambar di bawah misalkan semua
arus dan muatan adalah 0, untuk t =0

L=1henry C=0.25farad
' {1

Switch lr‘? m G; ‘Q«
=

0
§R1=4ohm

E=12volt =
T LY
(_1)'&‘\/\/\/

R,=6 ohm
Gambar 4. 3 Rangkaian listrik R, L, dan C

Jawab:

Penurunan model matematika sistem:

Untuk rangkaian 1 yang sebelah kiri dimana tegangan yang
melewati induktor adalah:

=1
dt

i +4i, —4i, —12=0

i +4i, —4i, =12

di,

S 4 —4i, =12
dt 1 2
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Untuk rangkaian 2 yang sebelah kanan dimana tegangan yang
melewati kapasitor adalah

v, =1I12dz
c

6i, +4i, —4i, +4[i,dt =0
10i, —4i, +4[i,dt =0
Dideferensiasi terhadap t
10i',— 4i/ + 4i, =0
di,  di

1052 - 450 4 44, =0
dt  dt

Maka model matematika rangkaian 1 dan 2 adalah:
di,
ZLy4i -4, =12 i (t=0)=0
dl 1 2 1 ( )
di,  di

10—"-—4— +4,=0 i (1=0)=0

Ditransformasi Laplace
di;

L{T} +4L[i|-4L[i,]=L[12]

t

10{%} —4{%} +4L[i,]=L[0]

1, (s) =i, (0) +41, () =41, (5) =

10(s 7, (s) =iy (0)) =4(sZ, (s) =i (0)) + 4L, (s) =0

Kondisi awal dimasukkan ke persamaan-persamaan diatas

1 (5)(5+4) 4L (5) =

(~4s)1, (s)+(10s +4) 1, (s)=0
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Untuk mendapatkan harga-harga I, dan 7, digunakan aturan
Cramer:

2,
s 12
L (s) 0 10s+4 ~ (105 +4)
S = =
: s+4 -4 | (s+4)(10s+4)-16s
—4s 10s+4
120s + 48

s((s+4)(10s +4)—16s)

s+4 12
s 12
; ( ) —4s 0 4s ?
S = =
? s+4 -4 | (s+4)(10s+4)-16s
—4s 10s+4
48

(s+4)(10s+4)—16s)

Perhitungan arus pada rangkaian 1 atau I,

I (s): 120s + 48 _ 1205 + 48

Y s((s+4) (105 +4)=165)  s(s+2)(10s+38)
120s + 48 A B c

§) 10s s+2 8

10s(s+2)(s+} S+ —

10 10

Diselesaikan dengan teorema reduksi
2

4 =10s 120s° + 48 ; _ 120.0+4§ig _130

10s(s+2)(s+10j B (0+2)(0+10)
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120s + 48 ‘ _120.-2+48

B =(s 2) 2 = 2
10s (s +2) s+j 10.-2| 2+ —
10)]_, 10
zﬂz_g
24
‘ 120 .- 5 448
c :(”%J 1205 + 48 8 _ : 108
10s(s+2)| s+— 10.-—| ——+2
10)| _ s 100 10
o
__ 8 =5
24-9.6
N S+
10 2 — S+ —
s(s+ )(SJFIOJ 0
3 -8 5
s Ss+2 o1
5

Kemudian fungsi diatas di invers transformasi Laplace
L(t) =£'[1(s)]

= 34_ 8 +L
s s+2 s+%

Arus pada rangkaian 1 adalah

4
i (1)=3-8¢" +5e 5
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Perhitungan arus pada rangkaian 2 atau 1,
48 48

L, (s) “(s+4)(10s+4)—165 (s+2)(10s+8)
B
(s+2)(s+:j

4,8 A B

“eefaed) 6 ()

Diselesaikan dengan teorema reduksi

4,8 A B

" (S)Z(S+2)(s+:jZ(S+2)+(s+4)

5

48 4 4
]2()_(S+2)[s+:j s+2 (s+:j

Kemudian fungsi diatas di invers transformasi Laplace

b (1) =L [1(s)]
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|4 4

_J’_—
s+2 4
S+ —

5

Arus pada rangkaian 2 adalah
4
i (t) =—de™ + 467?
atau
i (t)=—4e™ + 4"

Contoh soal ke 2 dari referensi (Kreyzic, 2011) halaman 242
Tangki T; awalnya berisi 100 galon air murni. Tangki 7, awalnya
berisi 100 galon air dimana terlarut 150 Ib garam. Aliran masuk
ke T, adalah 2 gal/min dari 7, dan 6 gal/min berisi 6 Ib garam dari
luar.

Aliran masuk 7, adalah 8 gal/min dari 7;. Aliran keluar 7, adalah
2 + 6 = 8gal/min, terlihat seperti gambar. Cairan diaduk sampai
homogen. Hitung dan gambarkan grafik jumlah garam y, dan y,
pada 7} dan T,

6 gal/min
2 gal/min
e S—
T 8 gal/min iR
—_—

& galimin
Gambar 4.4 Percampuran fluida
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Jawab:

Penurunan model matematika

Perubahan/laju aliran garam terhadap waktu = aliran garam masuk
tiap menit aliran garam keluar tiap menit

' —_i +i +6
Y 100)’1 100)’2
_ 8 8
Y 100)’1 100 V2

Atau:
¥, +0,08y, —0,02y, =6

v, —0,08y, +0,08y, =0

Dengan kondisi awal
Y1 (0):0
, (0)=1501b

Kemudian kedua persamaan diatas di transforasi Laplace
7, () -7, (0) +0.08¥, () ~0,02¥, (5)=
sY, (s)—»,(0)—0,08Y] (s5)+0,08Y, (s)zi)
Kondisi awal dimasukkan maka persamaan menjadi:
sY, (s)+0,08Y; (s)—0,02Y, (s)=§
sY, (5)—150-0,08Y; (s)+0,08Y, (s)=0
(0,08 —5) Y5 +0,027, (s):—E

N
0,08Y] (s)+(—0,08—5)Y, (s)=—150
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MATEMATIKA TEKNIK

Untuk menyelesaikan 2 persamaan diatas untuk mendapatkan

Y, (s) dan Y, (s) dipergunakan atran Cramer.

Perhitungan untuk aliran garam pada tangki 1 atau Y (s) adalah:
6

- 0,02
s

_|-150 0,085
]-0,08-s 0,02
0,08 —0,08—s

1 (s)

_i(—0,08 —5)-(0,02)(~150)

(0,08 — 5)(~0.08 —5) — 0,08 .0,02
0,48

Yl(s) :( >

0.0064 + 0,085 + 0,085 + 5° ) —-0,0016

~ 0,48 + 9s
s(o, 0064 + 0,165 + 52 —0, 0016)

+9

~ 95 + 0,48
5% +0,165% +0,0064s —0,0016s
~ 9s +0,48

52 +0,165% +0,0048s

~ 95 +0,48

(s +0,165 +0,0048)

Untuk faktorisasi persamaan s* +0,16s + 0,0048 digunakan rumus:

_bp? —dac 0,16 +4/0,16% - 4.1.0,0048
- 2a - 2
—-0,0480,5 .0,08 =0, 08+0, 04

Sz
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s,— =0,04
s,— =0,12

95 +0,48
Y, (s)

(5 +0,12) (s + 0,04)

Untuk menyelesaikan persamaan dipergunakan teorema reduksi

95 +0,48 4 B C
Y, (s)= =—+ +
s(s+0,12)+(s+0,04) s s+0,12 s+0,04
4 _._ 9s+048 | 9.0+048
s(s+0,12)(s+0,04)| _~ (0+0,12)(0+0,04)
0,48
©0,0048
95 +0,48
B =(s+0,12 ’
(S+ ’ )s(s+0,12)(s+0,04)|s_012
9(- -
_ (—0,12) +0,48 _ 06 625
—0,12.(=0,12+0,04)  0,0096
05 +0,48
C  =(s+0,04 ’
(s+0. )s@+0J2xS+Q0®L_M4
_ 9(-0.04)+0.48 _ -036+0,48 _ .. .
©-0,04.(-0,04+0,12)  0,0032
Maka 95 + 0,48 100 62,5 375
s+ 0, 5 >
% (s) =

VT S(5+0.12)+(s+0,04) 5 s+0,12 s5+0,04

Dihitung invers transformasi Laplace
» (1) =100-62,5¢ "% —37,5¢7 %%
Maka didapatkan persamaan aliran garam pada tangki 1
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Perhitungan untuk aliran garam pada tangki 2 atau Y, (s) adalah:

-0,08 -5 S

S
~ 0,08 —150
“|]-0,08—s 0,02
0,08 —0,08—s

v, (s)

(-0,08 - 5)(~150)+ ° .0,08
S

(—0,08 —s5)(—0.08 —5) - 0,02 .0,08

12+150s+% (0'48+9)

N N

(0.0064+ 0,165 + s> ) ~0,0016

125 +150s% +0.48
s 40,165 +0,0048s

1505 +125+0,48
- s(s +0,12)(s +0,04)

Diselesaikan dengan teorema reduksi

1505 +125+0,48 | 150 .0+12.0+0,48
A =s =
s(s+0,12)(s +0,04)| 0,12.0,04
_ 048 oo
0,0048
2
B =(s+012) 13087 #1254 0.88 |

s(s+0,12)(s +0,04)|

s=—0,12

150 .(=0,12)" +12 .(=0,12) +0,48
- ~0,12 .(=0,12 +0,04)
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Transformasi Laplace

_216-144+048 _ 12
0,0014 +(—0,0048)  0,0096

1505° +125 +0,48 |

Cc = 0,04
(S+ ’ )s(s+0,12)(s+0,04)‘

$=-0,04
_150(~0,04)" +12(~0,04) +0,48
©=0,04.(-0,04+0,12)
_—0,24-0,48+0.48 _

=75
0,0032
Jadi 5
150s° +12s5 + 0,48 100 125 75
1 (5)- 10, B
s(s+0,12)(s+0,04) ) s+0,12 s+0,04

Invers Transformasi Laplace
¥, (£)=100 —125¢ 1" — 75~

Maka didapatkan persamaan aliran garam pada tangki 2
Grafik dari persamaan aliran garam pada tangki 1 dan 2 adalah

y(t)
150
«— Garam lerlarut pada T,
100
s0 Garam terlarut pada T,

1 1 | 1
30 100 150 200 t
Gambar 4.5 Intepretasi solusi larutan garam
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MATEMATIKA TEKNIK

Contoh soal ke 2 dari referensi (Kreyzic, 2011) halaman 245 tentang
aplikasi bidang mekanik

x

E
Il

:

=<

< l‘?}-'
L)
= 3
(]
1]
o

@@ ]
=

Gambar 4.6 Sistem pegas dan bola besi

Sistem mekanik pada gambar diatas terdiri dari 2 benda yang
masanya 1 pada 3 pegas yang sama konstanta pegasnya k dan
masa dari pegas diabaikan. Juga redaman diasumsikan nol. Maka
model dari sistem fisis adalah dari sistem persamaan diferensial
biasa

o =~hy k(v - »)
y; =—k(y2 _J’1)_ky2

Disini y, dan y, adalah perpindahan benda dari posisinya
pada keseimbangan statis.
Persamaan diferensial dari sistem ini diturunkan dari hukum
kedua Newton, masa dikalikan percepatan = gaya
> F=ma
Dengan perpindahan gaya dengan arah ke bawah positif dan
ke atas negatif. Pada benda yang diatas —ky, adalah dari pegas atas
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dan k(y, —y,) dari pegas yang di tengah, y, —y, adalah selisih
panjang pegas. Pada benda yang bawah, —k(y, — y,) adalah gaya
karena pegas di tengah dan —ky, adalah karena pegas bawah.
Kondisi awal

b (O)ZL Y2 (O)zl

yi(O):\/ﬁ, ylz(O):—\/ﬁ
Misalkan ¥ (s)=L(y (¢)) dan ¥, (s)=L(», (1))

Transformasi Laplace dari model matematika
{sZYI ()91 (0) =, (0)= Y () + £ (15 (5) ¥ (s))
S8, (5) =95 (0) = (0) = k(¥ (5) =¥ (5) k%3 (5)
Kemudian kondisi awal di substitusikan hasilnya
{&Yl (s) = s =3k = kY, (s) + k[ Y (s) - ¥, (5) ]
s%Y, (s)—s ++/3k =—k[Y2 (s)— ) (s)] - kY, (S)
(s2 +2/€)Y1 (s)—kY2 (s):S+\/§
—kY, (s)+(s2 +2k)Y2 (s):s—\/ﬁ

Eliminasi ¥, (s) dengan aturan Cramer

s+\3k  —k
s—\/37k 5%+ 2k (S+\/§)(s2+2k)+k(s—\/§)
YI(S): s* + 2k —k ) (S2+2k)2—k2
-k st +2k
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MATEMATIKA TEKNIK

Pembilang:

(s+\/§)(sz +2k)+k(s—\/§)
§° + 2ks + 3k s® + 2k[3k + ks —k[3k
53 +\/§s2 +3ks+k\/§

3

s+ 573k Jr3ks+\/§kE

Penyebut:
(s* +2k)* —k*
(s +2k)(s” + Zk) e
st 4 2ks? + 2ks* +4k* - k?
st + 4ks? +3k2

(s* +k)(s* +3k)

Maka persamaan menjadi:
(S+\/§)(S2 +2k)+k(s—\/§)
(s* +24) —&*

B s>+ 523k +3ks+\/§k3/2
(s2 + k)(S2 +3k)

Kemudian difaktorisasi
¥, (s) _ s’ +5°\3k + 3ks + 3k _As+B Cs+D
: (s> +k)(s* +3k) s> +k st +3k
(As+ B)(s2 + 3k) +(Cs + D)(s2 + k)
(s +K)(s> +3k)
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s> + 523k +3ks + \/§k3/2
(s + k)(s* +3k)

(As3 + Bs? +3Aks + 3Bk) + (Cs3 + Ds* + Cks + Dk)
(s> + k)(s2 + 3k)

Kesamaan koefisien
s >1l=4+C
s> >\3k=B+D
s —>3k=34k+Ck >3=34+C
s —>\3k*? =3Bk + Dk
A+C=1 3=34+C
34+C=3 3=3.14+C—>C=0
24--2

Maka: 4=1

B+D=\3k

3B+ D=3k
2B=0->B=0
D=3k

A=1 C=04=1 C=0
B=0 D=+3k

Sehingga didapat:

AS+B CS+D S 3k
= Tt = T
s“+k s +3k sT+k sT+3k

1 (s)
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MATEMATIKA TEKNIK

Invers transformasi Laplace

il

yl(t)zﬁ[Y( )] Ll:s +k+s2+3k

i (t) = cos\/Et + sinﬂt

Eliminasi Y, (s) dengan aturan Cramer

s2+2k s+3k

k& s—3k (s2+2k)(s—\/§)+k(s+\/§)
n(s)= Sk -k | (s +2k)2 — K
—k s* +2k
Pembilang:

(s +2k)(s — )+k(s+\/§

§° —Bhks® + 2ks — 2k3k + ks + k[3k
5> —\/ﬁsz +3ks—k\/§

Untuk penyebut sama dengan diatas
Pesamaan diatas menjadi:

(s +2k)(s — )+k(s+J37
(s +2k) — K

—\/ﬁsz + 3ks —k\/ﬁ

(s* + k)(s* +3k)

n(s) =

Kemudian difaktorisasi

Y (s)—SS_\/ﬁSZ +3ks—k\/§_Es+F+Gs+H
2 (s> + k)(s> +3k) sS+k o sP+3k
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s° —\/ﬁs2 + 3ks —k\/ﬁ

(s2 + k)(s* +3k)
(ES +F)(s” +3k)+(Gs + H)(s* + k)
(s> + k)(s* +3k)
Es® + Fs* + 3Eks + 3Fk + Gs® + Hs* + Gks + Hk
(s> + k)(s* +3k)

Kesamaan koefisien
s >1=E+G
s> >-Bk=F+H
s —>3k=3Ek+Gk—>3=3E+G
s = —k3k =3FK + Hk =3k =3F + H

1=E+G
3=3E+G
2=-2F

— maka E =1

1=E+G maka G=0

_Bk=F+H

—x/§k=3F+H_
0=-2F

maka F =0

Bk=3F+H

H =3k

Es+F Gs+H s V3k
YI(S): 2 + = -
(s* +k) (s2+3k) s*+k s°+3k

y1<t)=sl[n(s)]:g[ s Bk }

Sk 5?43k

M (t) = cos~ kt — sin~/3kt
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RANGKUMAN

Beberapa theorema Transformasi Laplace :
1. Theorema Diferensiasi

2. Theorema Residu

3. Theorema Pergeseran s

4. Sifat kelinearan

Aplikasi Tabel Transformasi Laplace untuk penyelesaiaan sistem
Rangkaian Listrik R,L, danC

UJI CAPAIAN PEMBELAJARAN
Kerjakan soal dibawah dengan menggunakan tabel

Transformasi Laplace
1. Dapatkan Transformasi Laplace dari fungsi berikut

o f(t)=3t+12

e f(t) = cos (mt)

e f(t) =sin(wt+ 0)

o f(t) = t2e™

e f(t) = 0.5 sin (2nt)
2. Dapatkan Invers Transformasi Laplace

et
. F(s)=i—f—%
. F(S):k0+((ss++2a)2+k]
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Soal dari referensi (Kreyzic, 2011) halaman 130

Masalah percampuran fluida yang terdiri dari tangki tunggal
sudah dimodelkan dengan satu ODE orde 1. Tangki 7; dan 7,
pada gambar dibawah berisi masing-masing 100 galon air. Pada
T, air murni, sedangkan 150 Ib pupuk dilarutkan pada 7,. Dengan
mensirkulasikan cairan dengan 2 galon/ menit, dan diaduk supaya
campuran homogen.

Hitunglah dengan menggunakan transformasi Laplace
jumlah pupuk Y, (7) dalam 7; dan Y, (¢) dalam 7,

2 gal/min
——

T 2 gal/min T,
—_—

Sistem Tangki
Gambar 4.7 Larutan pupuk pada tangki

Penurunan model matematis sistem:
Pada tangki 7; laju perubahan jumlah pupuk tiap waktu Y (7)
sama dengan aliran masuk dikurang aliran keluar. Demikian juga
untuk tangki 2
Y',(#) = Aliran masuk tiap menit — aliran keluar tiap menit
(2, 2,
100 100

Y, (¢) = Aliran masuk tiap menit — aliran keluar tiap menit

_ 2, 2
100 ' 100 °
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Y, (t)=-0,02Y, (¢) +0,02Y, (¢)

Y, ()= 0,02, (1) 0,02, (¢)

Y, (£)+0,02Y, (r)-0,02Y, () =0

Y, ()= 0,02Y, (1) +0,02Y, (¢)=0
Keadaan awal Y, (t=0)=0 Y, (t=0)=150/b

Persamaan diatas adalah model matematika sistem, kemudian
kerjakan dengan menggunakan transformasi Laplace sehingga
mendapatkan solusi:

Y, =75-75¢""™

Y, =75+75¢"%

Dan grafik:
y(t)
150
|
B——— - oo E===
S0 )
i
D 1 1 1
0 275 50 100 ¢

Gambar 4. 8 Intepretasi solusi larutan pupuk
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BAHAN DISKUSI:
Kerjakan soal sistem massa, pegas teredam yang sudah dikerjakan
secara analitis sebelum-nya dengan cara Transformasi Laplace.

Apakah hasilnya sama ?
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BAB 5
ANALISA TESTING SUMUR
(WELL TESTING ANALYST)

Standar Kompetensi

1. Mampu menerapkan llmu dasar, komunikasi dan pendukung ilmu
perminyakan dan atau panas bumi (CPP 1)

2. Mampu menerapkan pemikiran Logis, Kritis, Sistematis, dan inovatif
dalam konteks pengembangan atau implementasi ilmu pengeta-
huan teknologi Perminyakan dan atau panas bumi (CPKU 1)

Kompetensi Dasar

Mampu memahami tentang sistem, merumuskan model matematika
dan mencari solusi sistem yang berhubungan dengan Teknik Permin-
yakan dan Panas bumi (CPP1)

Indikator

1. Mahasiswa mengetahui bermacam-macam fluida reservoir

2. Mahasiswa mengetahui bermacam-macam aliran fluida reservoir

3. Mahasiswa mengetahui bermacam-macam geometri reservoir

4. Mahasiswa mengetahui jumlah fluida yang mengalir dalam reservoir

Deskripsi:

Pada bab ini dimulai pembelajaran ke arah aplikasi Teknik
Perminyakan, dengan mempelajari tentang fluida, aliran,
geometri dan jumlah aliran dalam reservoir. Dan mempelajari
satuan yang berhubungan dengan bab ini sumber referensi
(Ahmed, 2011) dan (Ahmed & Meehan, 2012)



MATEMATIKA TEKNIK

Sifat Reservoir Primer (Primary Reservoir Characteristic)
Macam fluida reservoir

Macam aliran fluida reservoir

Geometri reservoir

Jumlah fluida yang mengalir dalam reservoir

Macam Fluida Reservoir

Fluida inkompresibel (Incompressible): adalah fluida dimana
volume dan density tidak berubah karena perubahan
tekanan (contoh : tidak ada).

Fluida sedikit kompresibel (Slightly Compressible):
adalah fluida dimana volume dan densitas berubah sedikit
karena perubahan tekanan (contoh : minyak mentah (crude
oil), air (water).

Fluida kompresibel (Compressible): adalah fluida yang
volume dan density banyak berubah karena tekanan
(contoh : gas)

Fluida inkompresibel:

6_V: Odana—pz 0
oP oP

V adalah volume, P adalah tekanan, dan adalah densitas

Fluida sedikit kompresibel:
Didefinisikan
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Analisa Testing Sumur (Well Testing Analysis)

diintegrasikan

P
I —cdP = d—V
Pre/ Vref V
e I dpzj ar
Py Vg V
~c(P-P, )=InV g
& I/ref
c(P, —P):an—anrelenL
ref
diekponensialkan s
o(py-P) _ v, vV
e\ ™ =e =—
Vit

Jadi
V=V, exp{c(me - P)}

Ekspansi deret

2 3 xn
e =l+x+—+—+ .+—
PARCY n!
Jadi
exp{c(Pre. —P)} :eC(P’c?/_P)
2 2
c (P, —-P
:1+C(Pre _P)_{_M
‘ 2!
kecil
diabaikan
Sehingga

C(Préff _P)

e :1+C(P,.ef—P)
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Atau
v =, ele(p, -P))

=V, {1+¢(B, - P)}

Dengan cara yang sama untuk densitas p

op
~ poP
p=py {1+¢(By —P)}
Keterangan:
P : Tekanan (psia)
Vv : Volume pada tekanan P(ft3)
P _Tekanan awal (psia)

Volume fluida pada tekanan awal (ft?)
C : Koefisien kompresibility isothermal

0 : Densiti pada tekanan P (lb/ft3)

Prey . Densiti pada tekanan awal (Ib/ft3)

1 1(oz
c,=———| —
¢ P z\oP),

5.1.2 Macam Aliran Fluida Reservoir
- Aliran steady state : tekanan konstan pada setiap lokasi
reservoir

Fluida kompresibel:

g adalah gas

i adalah lokasi
- Aliran unsteady state / transient flow : kondisi fluida yang
mengalir dimana gradien tekanan pada setiap posisi pada
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Analisa Testing Sumur (Well Testing Analysis)

reservoir konstan (tidak nol).

()¢
ot ),
C adalah konstanta

- Aliran semi steady state / pseudo steady state : tekanan pada
lokasi yang berbeda dari reservoir merupakan fungsi linier dari

waktu. op
(%)

t adalah waktu

5.1.3 Geometri Reservoir

Bentuk reservoir mempengaruhi sifat aliran
Sifat-sifat Aliran

- Aliran radial:

sumur

arah
aliran

YYYVYY
AA A AA

Gambar 5. 1 Aliran radial
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- Aliran linier:

|
bb
B
P>

=3

Gambar 5. 2 Aliran linier

- Aliran bola (spherical) atau setengah bola (hemispherical):

/7N

Gambar 5. 3 Aliran berbentuk setengah bola

W/
i

.‘—
-
.

Gambar 5. 4 Aliran berbentuk bola

5.1.4 Jumlah Fluida yang Mengalir dalam Reservoir

- Aliran single fase (minyak, air atau gas)

- Aliran 2 fase (minyak dan air, minyak dan gas, atau gas dan
air)

- Aliran 3 fase (minyak; air dan gas)
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Tambahan: Satuan

e Massa:
1 kilogram = 1000 gram
e Panjang:
1 meter =3,28ft
e waktu :
1 jam = 60 menit = 3600 detik
e volume :

1 barrel = 1 bbl = 158.987 liter = 9702 in3 = 5.615 ft3 = 0.159 m3
=42 US gallon = 34.972 Imperial gallon.
e permeabilitas (satuan luas) :
Tdarcy=1d=10"12m2
e tekanan:
1 psi = 6.894x103 Pa = 6.894x103 N/mZ
e  viscositas :
1 poise =1p=10"1 Ns/m2
e densitas :
1 gram/cm3 = 1000 kg/m3
e temperatur :
T, =T} +469°
Ty =T. +273
R (Rankine), F (Fahrenheit), K (Kelvin), dan C (Celcius).

RANGKUMAN

Sifat Reservoir Primer (Primary Reservoir Characteristic)

e  Macam fluida reservoir : incompressible, slightly compressible,
dan compressible

e Macam aliran fluida reservoir : keadaan steady, unsteady,
dan semi steady

e  Geometri reservoir : aliran linier, radial, bola dan setengah bola
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e Jumlah fluida yang mengalir dalam reservoir : satu, dua dan
tiga fase

UJI CAPAIAN PEMBELAJARAN

1. Apakah arti fluida kompresibel, sedikit kompresibel dan
tidak kompresibel.
serta berikan contoh-contohnya ?

2. Apakah arti keadaan aliran steady, unsteady dan semi
steady ?

3. Apakah arti aliran linier, radial, bola, dan setengah bola ?

4. Apakah arti fluida satu, dua dan tiga fase, berikan contoh-
contohnya ?

BAHAN DISKUSI

1. Mengapa tidak ada fluida tidak kompresibel ?
2. Termasuk fluida apakah crude oil ?

3.  Termasuk fluida apakah gas alam ?
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BAB 6
PERSAMAAN ALIRAN FLUIDA

Standar Kompetensi

1. Mampu menerapkan limu dasar, komunikasi dan pendukung ilmu
perminyakan dan atau panas bumi (CPP 1)

2. Mampu menerapkan pemikiran Logis, Kritis, Sistematis, dan inovatif
dalam konteks pengembangan atau implementasi ilmu pengeta-
huan teknologi Perminyakan dan atau panas bumi (CPKU 1)

Kompetensi Dasar

Mampu memahami tentang sistem, merumuskan model matematika
dan mencari solusi sistem yang berhubungan dengan Teknik Permin-
yakan dan Panas bumi (CPP1)

Indikator
Mahasiswa dapat mengerti penurunan rumus Darcy dari Persamaan Na-
vier Stokes.

Deskripsi

Penggunaan hukum Darcy pada perhitungan debet dan
kecepatan aliran fluida sering di- pakai. Pada bab ini dijelaskan
penurunan rumus Darcy. Penggunaan Rumus Darcy untuk
aliran linier dan radial dan untuk beberapa macam fluida, dari
referensi (Ahmed, 2011) & (Ahmed & Meehan, 2012)
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6.1 Persamaan Navier - Stokes
p(%):—VPJrV T+ f

Merupakan kekekalan momentum pada suatu fluida dan aplikasi
hukum Newton ke2 pada suatu kontinum, dimana :

: kecepatan aliran

- densiti fluida

: tekanan

: komponen tensor stress total (tensor orde 2)

. gaya (tiap satuan volume) yang bekerja pada fluida

\Y . operator del

f bisa berupa gaya pada badan (gaya tiap satuan volume), misal
gaya gravitasi atau gayacentrifugal.

-~ 4 T O <

Ketika fluida diasumsikan incompresible, homogen dan
Newtonian, p adalah konstanta kecepatan dinamik (kecepatan
dinamik yang konstan). Bentuk shear stress:

V.T=uV?y,
V* adalah vektor laplacian

ov

P — + v.Vy
at convective acceleration
——

unsteady acceleration

inersia(pervolume)

_ 2
= Vp +v.Vv+ f

[}
pressure gradient viscosity other body forces

divergence of stress
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Derivative material didefinisikan sebagai operator (per definisi):

£=E+V.V
Dt ot
D 2
—=-Vpop+uVv+
P pPHU S

Persamaan diatas mencerminkan hukum Newton ke 2.
Untuk aliran stationer, bergerak pelan (creeping) dan incompressible

D(uu;)
Dt

=0

Maka Persamaan Navier-Stokes disederhanakan menjadi Persaman
Stokes
~0,P+1N*u, +p g =0

U : viscositas

u, _kecepatan pada arah i

g, _komponen gravitasi pada arah i
P : tekanan

0] . porositas

k. _tensor permeabilitas orde ke 2

ij

Asumsi gaya hambat viscositas adalah linier dengan kecepatan
IV, =—(k,) pgu,

Ini akan memberikan kecepatan pada arah n.
~(ky)" pu; =~0,P + pg,

Dikalikan dengan -k,

kbl ) pu =~k (0P-pg)
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k .
km'(kij)_luj :_’un(; (aip_pgi)

k,:(k;)™" =8,; fungsi delta dirac

k,,
k, (k;)'u,=——"2(0,P-pg,
uj J ,U¢( )

ni

u, =—k—(8iP—pgi) u adalah kecepatan pada arah n dikali
H9 dengan ¢

k.
un¢=_i aif)_pgi
/4¢( )

Kecepatan (v) adalah kecepatan efektif u, dikalikan porositas ¢

k.
V:Mn¢=— = (alP_pgl)
2

Untuk media porous isotropic permeabilitas bukan lagi tensor orde
2 tetapi menjadi orde 0 atau saklar, dimana yang bukan diagonal
utama pada permeabilitas adalah nol, dan elemen diagonal utama
sama.

k; =0 untuk i #j

k; =k = k
Dimana kﬁ kl;;
! kji kjj

v:—E(VP—pg) ...... Hukum Darcy
u
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Persamaan Aliran Fluida (Sifat Fluida dalam reservoir)
Hukum Darcy (Darcy Law) adalah hukum dasar dari gerakan fluida

pada media berpori. Kecepatan dari suatu fluida homogen pada
suatu media berpori sebanding dengan gradien tekanan dan
berbanding terbalik dengan viscositas fluida.

k dP

q
A udx

. kecepatan (cm/s)

- laju aliran volumetric (cm?3/s)

. luas penampang lintang batuan (cm?)

: viscositas fluida (centipoise)

P/dx : gradien tekanan (atmosfir/cm) dalam arah yang sama
dengan v dan q

. konstanta bantuan, permeabilitas (Darcy)

2w >0 <

~

Tanda negatif (-) karena gradien tekanan negatif atau tidak searah
dengan aliran.

6.2 Percobaan Darcy

Hukum Darcy adalah persamaan yang diturunkan secara
fenomenologis menggam- barkan aliran fluida melalui media
berpori. Hukum ini dirumuskan oleh Henry Darcy berdasarkan
hasil percobaan pada aliran air melalui media pasir. Hal ini juga
membentuk dasar ilmiah permeabilitas cairan yang digunakan
dalam ilmu-ilmu kebumian. Meskipun Hukum Darcy (ekspresi
dari kekekalan momentum) ditentukan secara eksperimental
oleh Darcy, telah diturunkan dari Persamaan Navier Stokes.
Hukum Darcy digunakan untuk menggambarkan aliran minyak,
air, dan gas melalui reservoir petroleum.Hukum Darcy adalah
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pernyataan matematika sederhana dan merangkum beberapa

sifat :

1. Jika tidak ada gradien tekanan pada suatu jarak tertentu,
maka tidak ada aliran yangmuncul.

2. Jika ada gradien tekanan, aliran akan muncul dari tekanan
tinggi menuju tekanan rendah (arahnya berlawanan dengan
naiknya gradien, oleh sebab itu ada tanda negatip pada
hukum Darcy).

3. Untuk gradien tekanan yang besar, maka debit juga besar.

Hukum Darcy hanya berlaku untuk aliran lambat dan
viscous, sebagian besar aliran airtanah termasuk dalam
katagori ini.

7l

A A

luas penampang A Ah

Q K

masu s /, A 4
T h

~ hy

Q keluar

\/ datum A4

Gambar 6. 1 Percobaan Darcy
Aliran Tunak (Steady State Flow)

1. Aliran linier (Linear Flow)
Penurunan rumus dari hukum Darcy untuk aliran linier
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F P
—> —P
91
< L >|
Gambar 6. 2 Aliran linier
y=d__kadp
A udx
ek gp
A u
diintegrasikan v
9 (Tax = —=["ap
AJo J7Rs
(-0)=—" ["ap
A MR
q k
—L=——(P -P
1--L(p-p)
kA
=——(B -P,
q ,uL( 1 2)

Konstranta  normalisasi  0,001127  didapatkan  dari
penyesuaian satuan. Maka persamaan menjadi:

kA
q=0, 001127E(P1 -P)

Aliran Radial (Radial Flow)
Penurunan rumus dari hukum Darcy untuk aliran radial
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142

Ay

dr
pusat sumur

=7

it i s e s
=0

Gambar 6. 3 Aliran Radial

Hukum Darcy
q k dP

A pdx

A adalah luas selimut silinder adalah keliling lingkaran
dikalikan tinggi silinder
A=2rxrh

Persamaan darcy menjadi:

g _kdp
2nrh  u dr

Tanda + karena radius naik dengan kenaikan tekanan

re 1)(’
q J' ar _k %o
2xrhdn r  uvR

q _ _kip_
Zy— (lnre Inr, )— B (Pe P, )
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4 [lnr_eJZE(Pe _PW)
2rrh\ 1, H

27Z-kh(Pe _Pw)
g=——=-—"=

r.
uin—=

r,

Tambahan untuk kedua rumus diatas adalah L untuk panjang
reservoir linier, h adalah tinggi reservoir radial. Sedangkan indeks
w menyatakan sumur / well sedangkan indeks e menyatakan titik
yang ditinjau diluar sumur.

Aplikasi hukum Darcy dari aliran linier dan radial dibedakan
antara fluida yang kompresibel, sedikit kompresibel dan tidak
kompresibel. Diperlukan penurunan rumus-rumus untuk kasus-
kasus yang berbeda diatas dan tergantung dari sistem yang sedang
dipelajari.
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BAB 1
PEMODELAN (MODELLING)

Standar Kompetensi

1. Mampu menerapkan llmu dasar, komunikasi dan pendukung
ilmu perminyakan dan atau panas bumi (CPP 1)

2. Mampu menerapkan pemikiran Logis, Kritis, Sistematis, dan
inovatif dalam konteks pengembangan atau implementasi
ilmu pengetahuan teknologi Perminyakan dan atau panas
bumi (CPKU 1)

Kompetensi Dasar

Mampu memahami tentang sistem, merumuskan model

matematika dan mencari solusi sistem yang berhubungan
dengan Teknik Perminyakan dan Panas bumi (CPP1)

Indikator

1. Mahasiswa mengerti tentang sistem terutama sistem fisika
2. Mahasiswa dapat mengerti tentang membuat model dari

suatu sistem
3. Mahasiswa mengerti cara-cara membuat model suatu sistem

4. Mahasiswa mengerti kegunaan dari permodelan sistem

Deskripsi:

Pemodelan (modelling) dari suatu sistem meliputi pemilihan
variabel yang mempengaruhi sistem, penggunaan kaidah-kaidah
ilmu fisika, penyusunan model matematika dari sistem, solusi
persamaan matematika dengan syarat batas tertentu yang
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merupakan interpretasi dari sistem tersebut. Referensi (Kreyzic, 2011)

1.1. Konsep Dasar Permodelan

Di dalam persoalan teknik seringkali dihadapkan pada
masalah sistem yang rumit. Sistem itu bisa berupa suatu peralatan
dengan beberapa input variabel yang memengaruhinya, untuk
mengintepretasikan output sebagai akibat dari beberapa input
tersebut salah satu cara adalah dengan memodelkan sistem
tersebut. Tujuannya adalah untuk mengatasi apabila ada kendala
yang merugikan atau menurunkan performa dari peralatan tersebut
atapun untuk meningkatkan kemampuan dari alat dengan cara
menganalisa model matermatika dari sistem tersebut.

Jadi jika kita ingin menyelesaikan suatu problem-problem
teknik / engineering problems (bisanya dalam bentuk problem
fisika), pertama kita harus memformulasikan problem tersebut
sebagai suatu ekspresi matematis dalam bentuk variabel-variabel,
fungsi-fungsi, dan persamaan-persamaan. Ekspresi yang demikian
dikenal sebagai suatu model matematis dari sistem yang diberikan.

Biasanya model matematis yang diturunkan dari suatu sistem
atau suatu problem teknik adalah merupakan suatu persamaan
yang berisi penurunan-penurunan (derivatives) dari suatu fungsi-
fungsi yang tidak diketahui atau biasanya disebut Persamaan
Diferensial (PD). Kemudian kita harus mendapatkan suatu solusi
(yaitu suatu fungsi yang memenuhi persamaan itu), dari solusi
tersebut bisa digunakan menyelidiki sifat-sifatnya, membuat
grafik, mendapatkan nilai-nilainya dan mengintrepretasikan dalam
bentuk sedemikian hingga kita bisa mengerti sistem fisika (physical
system) tersebut secara keseluruhan. Secara singkat dituliskan
modeling — solving — interpreting.




Pemodelan (Modeling)

Physical System

!

Mathematical Models

Mathematical Solutions

Intrepretation

Beberapa sistem yang akan dibahas di buku ini adalah sistem-

sistern fisika yang berhubungan dengan Teknik Perminyakan, yaitu

d.

Sistem tangki yag berisi cairan /fluida variabel-variabel nya
adalah ketinggian cairan, diameter atau jari-jari tangki dan
pipa-pipa, aliran masuk dari materi misalkan garam

Sistem rangkaian listrik variabel-variabelnya adalah arus listrik,
tahanan (resistor), kapasitor, induktor dan sumber emf
Sistem pegas variabel-variabelnya adalah konstanta pegas,
masa bola besi, koefisien peredaman serta gaya luar yang
mempengaruhi (osilator)

Sistem pelampung di air variabel-variabelnya adalah masa
dan volume pelampung dan berat jenis cairan

Perambatan panas pada suatu bahan variabel-variabelnya
adalah panjang / luas dan materi dari bahan
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Dari sistem-sistemn diatas didapatkan model matematika
sistem. Model matematika yang didapatkan umumnya berbentuk
persamaan diferensial. Ada beberapa macam persamaan diferensial
yang didapatkan, yaitu

a. Persamaan Diferensial Biasa (Ordinary Differetial Equations
ODE) homogen / non homogen orde 1 atau 2

b.  Persamaan Diferensial Parsial (Partial Differential Equations
PDE)

Kemudian dicari solusi dari Persamaan Diferensial (PD) yang

didapatkan yang merupakan model matematika dari sistem yang
sedang diteliti. Solusi PD dikerjakan dengan beberapa metode,

yaitu:

a. Pemisahan variabel
b.  Analitis

c.  Transformasi Laplace
d. Deret

Sesudah didapatkan solusi dari model matematika sistem
kemudian digambar grafik yang merupakan intepretasi dari sistem,
maka dari grafik yang didapatkan performa dari sistem tersebut.




Pemodelan (Modeling)

RANGKUMAN:

Pembuatan model matematika yang mempresentasikan suatu
sistern merupakan cara untuk mengalisa suatu sistem dengan
membuat model yang mewakili sistemn. Model ini bisa digunakan
untuk meningkatkan performa dari sistem tersebut.

UJI CAPAIAN PEMBELAJARAN:
Mahasiswa ditugaskan untuk mencari contoh dari beberapa
sistemn pada Teknik Perminyakan.

BAHAN DISKUSI:

Dari sistem Teknik Perminyakan dicoba untuk mencari kaidah-
kaidah ilmu fisika yang sesuai dengan sistem yang didiskusikan,
kemudian di cari model matematika yang mencerminkan keadaan
sistemn. Kemudian dicari solusi dari model matematika yang
didapatkan.







BAB 2
DERET (SERIES)

Stﬁdar Kompetensi
1. Mampu menerapkan lImu dasar, komunikasi dan pendukung

ilmu perminyakan dan atau panas bumi (CPP 1)

2. Mampu menerapkan pemikiran Logis, Kritis, Sistematis, dan
inovatif dalam konteks pengembangan atau implementasi
ilmu pengetahuan teknologi Perminyakan dan atau panas
bumi (CPKU 1)

Kompetensi Dasar
Mampu memahami tentang sistem, merumuskan model

matematika dan mencari solusi sistem yang berhubungan
dengan Teknik Perminyakan dan Panas bumi (CPP1)

Indikator

Mahasiswa mengerti arti dan macam-macam deret
Mahasiswa mengerti cara penurunan rumus-rumus deret
Mahasiswa mengerti penggunaan rumus-rumus deret

oW N =

Mahasiswa mengerti tentang penjabaran/ekspansi deret dan
kegunaannya

Deskripsi:

Pembelajaran mengenai deret ini adalah merupakan
pengulangan pembelajaran tentang deret. Akan tetapi lebih
diperdalam dengan cara menurunkan rumus-rumus yang
dipergunakan. Juga selanjutnya akan dipergunakan penjabaran
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deret untuk memecahkan persoalan model matematika yang akan
didapat dari permodelan sistem. Referensi dari (Boas, 1983)

2.1 Deret Geometris (Geometric Series)
- Jumlah poplasi yang berkembang setiap jam:
2,4,8,16, 32, ..., ... — semakin besar (divergen)
- Pantulan bola setiap waktu 2/3 dari tinggi semula:

yooer -... — semakin kecil (konvergen)
8 16

] 2 4
Tota®* 3’9’27 '81

=1+2242342 24284
3 a9 27 81

2 4 8 16
14 e T T Tk O T
1 2'(3+9+2?+31+ )
DETE deret geometris UIiS

atar+ari+ard+ ... +art 4 .

Misalkan untuk n = 5, maka jumlah deret:

S =S.=a4ar+ar*+ ar*+ art* + ...

n 5
rS,=ar+ ar:4+ar*+4+ art+ ar° + ...
dikurangkan
S.-rS,=a- ar?
< a-ar® a(l-r)°
Makauntukr=175= 1-+ = 1—=r ditulisSn=

a(l-r)"
1-r




Deret (Series)

Untuk deret §+ g+ % + E ,-..,... di atas, maka jumlahnya
adalah :
Sn = gg,zi'?l—? ,...G)ndan a= g,r = g,n adalah jumlah suku

Untuk harga n mendekati «c, maka harga G)n mendekati nol.

a

Maka jumlah deret geometris menjadi | Sn = 1—r | 2.7)

Contoh soal:

Gunakan persamaan diatas untuk menghitung bilangan
decimal yang berulang

1. 0.583333...=

0.185185...=

0.818181...=
0.243243...=

[0 BN VE R

a. 0583333.. =242 3 3 3

"~ 100 ' 1000 ' 10000 @ 100000 = 1000000

58 3 3 3 3
=t —=+—+—+—+ -
100 102 104 10= 10 N
deret geometris

Deret geometris dengan:

— 3 r =
BT E 10
‘ a
Jumlah deret geometris S = 1—r
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1- f;u] 103 gflﬂ 10% " 9
R
T 3,102 300
0,583333 = 28 +.‘1_‘ _ 583+1 _ 174+1
100 300 300 200
__ 175 7
~ 300 12
185 185
B B,185T85 .. = oy
1

N 185
deret geomteris dengan a=—z r=—z

Jumlah deret geometris s = %

85 185
/103 _ fmgn:}_ﬂf:j_

5= =
1-Viooo %1000 992 27
5 5 5 5
c. 05555..= 10 100 1000 10000
deret geomteris dengan a=% r=1_1|:|
s=2 - o _Y_s
1-r 1=V %0 9
81 81 81
d. 0818181 .= & i
100 10000 1000000
81
A= P
100 100
81 B1 ;
Rl {wn:qg«/mu:ﬂ:i
1-r 1=y, {100 92 11
243 243
e. 0,243243 ... = —
1000 1000000
- 243 _ 1
~ 1000 ~ 1000
243 243
Sl = fmoa: fwm):E
1-r  1-Yi000 1000 999

10

T




Deret (Series)

6 1 1 1 1
061111 ... = m+mu+1uuu+mnnu+1ﬁunu
1 1
= Fe=
100 10

Szi_]f"mu:]f:nn:Lm 1

or =Yy Yy 10

GeT1 ...y
10

=1
ol
0
=1

1
90 90 90 18

0777 .= L4 L4 2 47

10 ' 100

__54+1 _ 55 , 11

1000 ' 10000
N S
10 1)

Qi "o = "/100 =
1Yo %o 0

2 6 6 5}
0.2666 ... = —+—++
d 10 100 1000 10000
o B
a_llJU 10
g% _%hoo _%oo_6 10_6_2_1

1-r 1-Y,, %, 100°9 90 30 15

0,2666..= ~4—=22_8 _ 2

10 15 30 30 15

&9 4 4 4
069444 ... = —4+—+—+
! 100 10  10* ' 105
=% L
4= "1
G e SO0 o SO B O R T
= -1 1-Y/4q %0 1000° 9 900 450 225
D 694‘14 —. &89 e 692554100 - 15625
' 100 225 22500 225000
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2.2 Definisi dan Notasi
Bentuk deret dan sumasi:
1. 124224324424 -+ 02+ = (x+a)"=Y _ n?

n=1

=4
2. L4d+detentey L
2 32 23 24 zrl n=1 Z”

ek P S
3. gt +z r1+ + {n—-1)! + - n=1 n—-1)1

2 4 B 2n Zn

2z 3 . o AT
4 1-24f_ 2, 4 +...=Z ()
n=1

¥ X3 & —)E1 N = —1ytl,n
5 x__+__x_+...+f-‘*_x+...=z ()i
- 3 4 i =1 n

3 5 T 4yl 2= L LY T L B
6. x_x_+x__x_+...+f”'—r+...=z ac . sl
3! 5! 71 (Zn—1} . (2mn—-1})!

R R o R NT D
RS = s ‘Zm Vnti

Tulis deret dibawah ini

o
n 1 2 z 4 fi. 2 i3 §
1. Zm=1;;_5+55+£5+;{+“._E+;+E+r’f;+.“

2. o gy 431 432 1B i34
Z . O .3 LI SO et T . SO
iag (M 1 2 3 1
S R T T
3 4

3. . n 1,2 ,3, 4 5
Z ms s 7tatetnt

- n+5

oy 5 I
4. Z ﬁ—£+£+£+ﬁ+...
m=

ST 141 241 341 441

o

5. ZW‘ n(Zn+1)n _ 2A(21+1) o 2.2(2241) | 2.3(2.3+41)
m=1

3n45 3145 3245 3345
_2(3) , #(5) , &(7) 6,20 , 42
T8 +6+5+6+5+ _s+n+14

12




Deret (Series)

(21)?
(2.2}

(302
(2.3)

(41)?
{2.4)!

6. Y mn_an
m=1 (2}t (2a)! * +

_1 4 (3.2.1)? (4.3.2.1)7

2 4.3.2.1 f.5.4.3.2.1 B.7.6543.21

36

720

574
40320

1 4
e

1 1 1 1
=ztstmtnt

Tulislah deret berikut dalam bentuk sumasi ()

1. 2do & o8 28, =
3 TE T TR

2t 2 22 23 2 b an
+ o — ——
21+1 | 2241 | 2341 | ZA+1 | 2.5+1 : I,n=” 2(n+1)+1
atau
zﬂ‘ 2| 22 23 21’!"

2.1+1 2.2+1 2.3+1 24+1

oo
L — :
Z :n=1 Zn+1

[+ &)
2. AaXad ooy —1
2.3 * 1.4 + 4.5 T 5.6 A m=1 (A+1)(n+2)

77 ¢ 31" a2d ne 2045
o0

1 1 1 1 (-1)n1

B, e — e s b T A,
o1t

4 8 16 32 Z:n=1 ant1

6. In2 In3  In4 InS >
“E sty g rE
: ’ n=1

13
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2.3 Deret Power
Deret yang bentuk suku-sukunya merupakan perkalian dari
fungsi x atau dari fungsi (x-a). Bentuk umum deret power.

.
E ; 3

ax" =a;+axr + 11213 + azx® 4 e
n={

e

a,(x —a) =ay+a;(x—a)+a(x—a)+a(x—a)*+--

=i

an dengan n=0,1,2,3, ... adalah konstanta

2.4 Mengembangkan fungsi dengan deret Power
sinx=a,+a,x+a,x*+a,x*+ - +a x"+ -
untukx=0,sin0=0,—a,=0

diturunkan terhadap x
;—x(sinx}=cosx=a1 +2a;x+3a3xi+4a,x* ++na, x™ 1+
untuk x=0,cos0=1,—a =1

diturunkan terhadap x
%I{cos x)=-sinx=2a,+32a;x+43a,x* +--+nn—1)a, x"* +..
untuk x=0,-sin0=0, - a,=0

diturunkan terhadap x

%(—sin x)=—cosx=32a;+432a,x++nn—1Dn-a,x"* +..

-1 -1
untuk x =0, -cos 0 = 1,—}{:;(3:;:_4_I

diturunkan terhadap x
“-(—cosx) =sinx =432a, + 5432 a5x +n(n— 1)(n - 2) ayx"* +--
untuk x=0,sin0=0, - a,=0

diturunkan terhadap x
%(sin x)=cosx =5432a;+432a;+6543.2a,x+

+n(n—1)n-2)(n-3)(n—Da, x* 5 + .-

-1 -1
5432 5l

untuk x=0,cos0=1, 2 ag =

dan seterusnya

14




Deret (Series)

2.5

Kemudian konstanta a, a, a, a, a,.... di substitusi ke
persamaan awal. Maka dihasilkan:
x?  x°
sinx = x _§+§_
Cara ini disebut deret Mc Laurin atau deret Taylor pada (0,0)
ataua=0.
Deret Taylor

f(x)=a+0+a/(x-a)+a,(x-a)+a, (x-a)+a,(x-a)+
o +a (x-a)"+ -

f (x) =a,+ 2a, (x-a)+ 3a, (x-a)2+ 4a, (x-a)’+ - +na,
(x-a)*(n-1)+---
f"(x)=2a,+3.2a, (x-a) +43a, (x-a)’+ 5.4a, (x-a)’+ -

+n(n-1)a (x-a)**+--
f*(x)=3.2a,+432a, (x-a)+543a_(x-a)*+---+n(n-1)

(n-2)a (x-a)=*+-- m
=3la,+4!a,(x-a)+543a (x-a)+--+n(n-1)
(n-2)a (x-a)"*+--

f* () =n(n-1)(n-2) (n-3)..1a +---bentuk yang berisi (x -a)
f* (x) =n'a_+ - bentuk yang berisi (x - a)

Untuk x=a

f(a) =a,

f' (a) =a,
f" (a) =2a,
" (a) =3la,
f* (a) =nla,

15
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Maka deret Taylor untuk f(z) disekitar (x - a) adalah
f() = f@) + (x = a)f (@) + 5 (x = @)*f™(@) + =+ - (x — )" (@) + - (2.2)
Dengan menggunakan penurunan seperti diatas didapatkan

penjabaran deret yang disebut:

Ekspansi deret dasar:

x3 x5 X7
sinx = x — ar + 571 + .-+ — konvergen untuk semua x
xz xd- pr
cosx =1— a1 + TRl + -+ — konvergen untuk semua x
xz x3 x4
e*=1+x+ 31 + e + -+ — konvergen untuk semua x
xz x:t x4
In(l-x)= x—?+?—T+"-+—lkunvergenuntukl <x<1

Contoh penggunaan ekspansi deret

Hitunglah

d* (1 I =01=
dxé(xsmx)x— 1=

Bisa dihitung dengan 4 kali penurunan kemudian dihitung
hasilnya, tetapi bisa juga dengan ekspansi deret sin x, dibagi x,
kemudian diturunkan 4 kali, dan dimasukkan harga x = 0.1.
11 x3+x5 x?+ 1 x2+x"' x6+
Pl R TR T BT !
dideferensialkan 4 kali
1 43 6543 x* B87.65x*
E(ES””C) T TR TR

dimasukkan harga x = 0.1

dfi—

1
—(— sin x) =0.1-7.14286 + 0.0000463 — - = =7.0428137
dx*\x

16




Deret (Series)

Aplikasi deret untuk sistem selanjutnya dibahas pada bagian
persamaan diferensial orde dua non homogen dengan gaya
luar yang tidak sinusiodal, setelah penurunan model dari
sistern sudah dikerjakan yaitu dengan menggunakan deret
Fourier untuk menyelesaikan persamaan diferensialnya.

RANGKUMAN:

Pada bab ini sudah dipelajari tentang deret Geometris, deret
Power, deret Taylor, deret Mc Laurin dan penggunaan ekspansi
deret pada soal.

UJI CAPAIAN PEMBELAJARAN:
Soal:
Tulislah bentuk deret

1. @ (nh?
S

2. @ gn-
an,l 2n+1

5. * no_
n=1“+5

6. N M _

n=1ﬂ+1

7. * 2n2n+1)
n=1 in+s

17




MATEMATIKA TEKNIK

8. * 1 _
neq (MED)(n42)
1)?‘1 1
ne1 (n+1)2 -

BAHAN DISKUSI:
Pada pembelajaran tentang deret ditingkatkan

pembelajarannya dengan mempelajari tentang Deret Fourier yang
akan dipergunakan untuk penyelesaian persamaan diferensial (PD)
hasil pemodelan sistem pada bab 3.

18




BAB 3
PERSAMAAN DIFERENSIAL (PD)

Stﬁdar Kompetensi
1. Mampu menerapkan lImu dasar, komunikasi dan pendukung

ilmu perminyakan dan atau panas bumi (CPP 1)

2. Mampu menerapkan pemikiran Logis, Kritis, Sistematis, dan
inovatif dalam konteks pengembangan atau implementasi
ilmu pengetahuan teknologi Perminyakan dan atau panas
bumi (CPKU 1)

Kompetensi Dasar

Mampu memahami tentang sistem, merumuskan model
matematika dan mencari solusi sistem yang berhubungan
dengan Teknik Perminyakan dan Panas bumi (CPP1)

Indikator

3. Mahasiswa memahami bentuk Persamaan Diferensial (PD)
orde 1,2, ..dan seterusnya.

4. Mahasiswa memahami bentuk Persamaan Diferensial homogen

dan non homogen

Mahasiswa memahami dan mencari solusi PD biasa

Mahasiswa memahami dan mencari solusi PD Parsial

Mahasiswa memahami dan mencari solusi PD Total

celle A

Aplikasi PD pada penyelesaian persoalan sistem fisika




MATEMATIKA TEKNIK

3.1 Persamaan Diferensial Biasa / Sederhana

(Ordinary Differential Equation /| ODE)
Persamaan diferensial biasa adalah suatu persamaan yang

berisi satu atau beberapa penurunan dari suatu fungsi yang tidak

diketahui. Biasanya disebut y(x) atau y(t). Misal y = y(x), v = f(x),
y =y(t), atau y = f(1).

20

a y' = cosx

2. y'+9y=eX

3. y"-3/2(y)*=0

cosx, e adalah fungsi

y', y",y'" adalah turunan (derivatives)

9, 2 dan 3/2 adalah konstanta

Beberapa berm( persamaan diferensial biasa (ODE) adalah:

F(xy) = 0, adalah bentuk implisit
y = f(x), adalah bentuk eksplisit

Solusi (penyelesaian) adalah fungsi y = h(x) yang bisa

digambarkan dengan grafik (kurva solusi). Berikut beberapa

contoh soal persamaan diferensial biasa, yang diberikan di

buku referensi (Kreyzic, 2011)

Verifikasi Solusi x

1. Persamaan xy' = -y untuk semua x # 0, penyelesaiannya
adalahy = 5 c adalah konstanta. Buktikan.

2. Solusi dengan kalkulus.Kurva solusi
Dapatkan solusi dari persamaan diferensial ¥' = ';—i = cosx

3. Pertumbuhan eksponensial (exponential growth) dan
peluruhan/pengurangan eksponensial (exponential decay)
Persamaan eksponensial dengan persamaan y = ¢ e
mempunyai turunan y = ¢ %2 = 0,2y, persamaan diferensial
umum adalah y' = ky. Konstanta k positif adalah




Persamaan Diferensial (PD)

pertumbuhan eksponensial. Konstanta k negatif adalah
peluruhan eksponensial

Syarat batas (initial condition)

Hitunglah solusi dari y' = 3y. Dengan keadaan awal
y(t=0)=5.7

Jawaban:

Verifikasi Solusi
Persamaan xy' = -y untuk semua x # 0, penyelesaiannya

adalah y = E, ¢ adalah konstanta. Buktikan y = E =cx™!
F_tf;y,:'_t.t' i d A g2 €
¥ _H_H(Cx }—cax =c=-1lx"*= =
distirbusikan ke persamaan awal
Xy'=-y
=y S i
x(—x—Q) =—-- —- ;" (terbukti)

Solusi dengan kalkulus kurva solusi. Dapatkan solusi dari

P 8y _
persamaan y' = 1 = Cosx
,_dy _
y' = =cosx dy = cosx. dx

¥ = j cosx dx = sinx + ¢

Kurva solusi pada gambar 3.1 untuk harga-harga
c=.,-4-3,-2,-2,0,1,2,3,4,5, ...
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Gambar 3. 1 Grafik sinus untuk beberapa konstanta

3. Pertumbuhan eksponensial dan peluruhan eksponensial

y = ce%%
dy
¥y =—=1¢0,2.e"" =02 ce"" =02y
dx e
y' =02y
lihat Gambar 3.2
Y
25
2.0
1.5
1.0
0.5
Il i 1 1 ‘ '
0 2 L] 6 8 10 12 14 uﬂ 2 4 [ 8 10 12 14

Gambar 3. 2 Pertumbuhan dan peluruhan eksponensial
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Persamaan Diferensial (PD)

4. Syarat batas (initial condition)
Hitunglah keadaan awal dari y' = 3y, y(0) = 5,7
y' = % = 3y - solusinya adalah: y(x) = ce*. .. sepertinomor 3
Pemakaian syarat batas:
y(0)=y(x=0)=57=ce*=ce’=c
Jadic=5,7 —
y(x) =5,7e*
adalah solusi dari persamaan diatas

Aplikasi permodelan

Mendisain model yang bagus tidak bisa dilakukan oleh
komputer. Oleh karena itu menyiapkan model menjadi hal yang
penting dalam matematika terapan modern. Untuk mendapatkan
permodelan yang bagus adalah memeriksa dengan hati-hati proses
permodelan diberbagai bidang dan aplikasi. Dengan demikian
permodelan akan berguna bagi semuanya baik mahasiswa maupun
praktisi dan sarjana teknik dan sains. Beberapa contoh aplikasi
pemodelan dari referensi (Kreyzic, 2011) hal 14:

1. Tangki berisi 1000 galon air yang awalnya 100 Ib garam
dilarutkan. Air garam dimasukkan (i adalah input) dengan
laju 10 galon/menit, masing-masing gallon berisi 5 Ib
garam yang dilarutkan. Campuran dianggap konstan dengan
cara pengadukan. Air garam yang keluar (o adalah output)
dengan laju 10 galon/menit. Dapatkan jumlah garam
pada tangki setiap saat t. lihat gambar 3.3
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24
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Gambar 3. 3 Tangki air garam

Misal
y (t) adalah jumlah garam pada tangki untuk waktu t dan
y' (t) adalah perubahan jumlah garam terhadap waktu

Aliran garam yang masuk tiap menit adalah 51bx10=501b
Aliran air garam yang keluar 10 galon > % = 0,01 (1%) dari
total air garam dalam tangki.

Jadi garam yang keluar tangki 0,01 y setiap menit

Prinsip dasar: y' (t) adalah perubahan jumlah garam
terhadap waktu = laju aliran garam masuk — laju aliran
garam keluar tangki

Bentuk matematikanya adalah:
y'=50-0,01 y=-0,01[y-5000]

atau

4y 0,01 5000

Ini  merupakan model matematis sistem. Karena
model matematis dari sistem yang didapatkan
bersifat variabelnya bisa dipisahkan (separable) maka
penyelesaiannya menggunakan pemisahan variabel,




Persamaan Diferensial (PD)

Y 0,01y — 5000

T (v )
Y _ _ _0,01dt diintegralk
¥—5000 = B 1n egra an

f dy —001Jdt
y—5000

In(y — 5000) = —0,01t + ¢’

’
eln{y—Sl]l][!} — e[—U,UlE+(‘ )]

y — 5000 = e~

Konstanta e =C

y - 5000 = C e0ou
Maka

y=Ce®" 45000

Adalah penyelesaian umum dari model matematis diatas

Untuk mendapatkan solusi akhir harus dihitung harga C
dan cara menghitungnya dengan menggunakan keadaan
awal (initial condition) yang diberikan di soalnya. Pada
mulanya jumlah garam adalah 100 Ib,

y (t=0) =100 Ib garam, disubstitusikan ke solusi umum,
100 =C e+ 5000

Didapatkan C = - 4900

Maka solusi akhir adalah y(t) = 5000 - 4900e-20"

Persamaan ini menyatakan hubungan antara jumlah
garam y terhadap waktu t

Digambarkan grafik fungsinya adalah pada Gambar
3.4 pada bagian sebelah kanan grafik menunjukkan
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limit. Garam naik dengan bertambahnya waktu sampai
mendekati harga 5000 Ib sesuai dengan sifat grafik
eksponensial.

5005
4000
3000
2000
1000

100 | | l | |
0 100 200 300 400 500 t

Gambar 3. 4 Grafik tangki air garam
Theorema Torricelli. Referensi (Hugh D. Young, 2012) hal 471

Gambar 3.5 memperlihatkan tangki penyimpanan fluida
yang luas dan penampung atas A1, diisi setinggi fluida
h. Ruang diatas fluida adalah udara dengan tekana PO,
dan fluida mengalir keluar melalui lubang kecil dengan
luas penampang A2. Tekanan dititik 2 adalah tekanan
atmosfir Pa karena berhubungan dengan udara luar.

Gambar 3. 5 Percobaan Tarricelli
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Persamaan Diferensial (PD)

Persamaan Bernoulli untuk titik 1 dan 2, dany=h =20
pada titik 2 (dasar tangki),

1 1
Py + pgh + - pvi = P, + 3 pvj
v: = v12+2(%)+2gh
v adalah kecepatan.

Karena A, jauh lebih kecil dar pada A, maka vZ jauh lebih
kecil dari pada v; sehingga diabaikan. Persamaan menjadi:

P, — P
vé’-:z( Dp “)+2gh

Jika bagian atas tangki dibiarkan terbuka maka tekanan
P, adalah sama dengan tekanan atmosfir, sehingga
P,-P =0,

h = h(t) adalah ketinggian fluida fungsi waktu t, dan v2
disebut laju eflux.

Laju eflux dari lubang berjarak h dibawah permukaan
cairan adalah sama dengan laju benda yang jatuh bebas
dari ketinggian h, ini disebut Theorema Torricelli. Hal ini
juga berlaku untuk lubang di dinding pada kedalaman h
dibawah permukaan cairan.

J.C. Borda memperkenalkan faktor kontraksi (contraction
factor) = 0.6. Sehingga persamaan diatas secara umum
menjadi:

v=0,6,2gh
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2. Cairan yang mengalr melalui suatu lubang
(Torricellis law) dari referensi (Kreyzic, 2011) hal 17.

Aliran keluar air dari suatu tangki silinder dengan suatu
lubang pada dasarnya. Diameter tangki 2 meter, diameter
lubang 1 centimeter, tinggi awal 2,25 meter. Kapan
tangki menjadi kosong? Lihat Gambar 3.6

2,00 m

2,25 m
h(t)

v

Gambar 3. 6 Tangki silinder dengan lubang kecil pada dasarnya

Dari Teorema Torricelli dan Borda didapat kecepatan
aliran air keluar adalah

v(t) = 0,6,/Zgh(t)

h(t) = tinggi air tangki pada waktu t

g = percepatan gravitasi = 980 cm/s2
v = kecepatan
V.  =volume
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Pada saluran/lubang kecil di bawah tangki maka volume
(V) adalah panjang (1) dikalikan luas penampang (A) saluran,

V=IA

Sedangkan panjang saluran adalah kecepatan aliran
fluida (v) dikalikan waktu (t)

[ =vt

Maka perubahan volume air yang keluar pada selang
waktu t adalah

AV = AvAt

Volume tangki adalah tinggi cairan (h) dikalikan luas
penampang tangki (4)

V = Bh

Maka perubahan volume air pada tangki pada selang
waktu t

AV = -BAh
Keterangan:
A = luas penampang lubang keluar
B = luas penampang tangki
h = h(t) = tinggi fluida adalah fungsi waktu

Tanda (-) artinya air dalam tangki berkurang
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30

A _ m25107%m?

Prinsip: perubahan volume air pada tangki = perubahan
volume air yang keluar pada selang waktu t

AvAt = -BAh

Ah A A
i —El? = —Eﬂ,f) 2gh(t}

Untuk At mendekati nol (At — 0)
AR .. dh

Maka i menjadi -
dh _

dt

Harga A dan B dicari dengan:

A
- E'D,EI 2gh(t)

d=1cm=10"m d,=2m d adalah diameter
r,=%cem=510°m rB=1m r adalah jari-jari
A=mr=m2510°m* B=mri=m.1m*=mm* r= %

= 25.107°¢

B m.m2

Maka persamaan diatas menjadi
dh

A
= = ~506//29h(®)

dh —————
rria =25.107".0,6,/2.980. h(t)

dh

— = —0,000664 ./ h(t)

al

Persamaan ini adalah model matematika perubahan
tinggi air dalam tangki terhadap waktu

Persamaan bisa diselesaikan dengan pemisahan variabel

dh dh
— = —0,000664,/ h(t) -+ —= = —0,000664 dt

dt Mhit)




Persamaan Diferensial (PD)

Diintegralkan

dh
f 77 = —0,000664 f dt

. 1 1
f h~Y2dh = —UJ000664I dt — Th? = 0,000664t + ¢’

h'/? = —%.ﬂ,ooﬂﬁmz +%c’

Pd | =
]
Il
L]

h'/2 = 0,000332¢ + C
h = (c — 0,000332t)2

Persamaan ini merupakan solusi umum dari model
matematika diatas, untuk mendapatkan solusi akhir
maka harga c dihitung dengan mempergunakan syarat
batas yang di dapat dari soal

Syarat batas h(t=0)=225cm, disubstitusikan ke persamaan
225 = (c- 0,000332.00° > c=15
h(t) = (15 - 0,000332¢t)*
Persamaan diatas adalah solusi akhir
Tangki kosong pada t berapa?

h (t) =0, disubstitusikan ke persamaan solusiakhir didapatkan

15
= —_ I gt —
= (15— 0,0003320)* = t = g det

t = 46583,85 det = 12,6 jam
Jadi tangki kosong dalam waktu 12,6 jam. Lihat Gambar 3.7
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250
200
150
100

50

0 |
0 1000 3000 5000 ¢t

Gambar 3. 7 Grafik solusi tangki silinder
dengan lubang kecil pada dasarnya

3.2. Persamaan diferensial (ODE) homogen dan
non homogen orde |

32

3.2.1

Persamaan diferensial homogen orde 1

Persamaan atau model matematis yang didapatkan
dari 2 soal diatas adalah merupakan

contoh dari persamaan diferensial homogen orde 1.
Bentuk umumnya adalah

y'+plx)y=0
r OY
Jim [l ¥ -——
Solusinya
y'+px)y=0
ol ./
2 = POy . p(x)dx




Persamaan Diferensial (PD)

3.2.2

diintegralkan
fij-ji= — [p(x)dx = Iny = — [ p(x)dx + ¢’
ey = g lpidtgre = ol pild) get et =
Y(x) = Ce Tetd (4)
Adalah merupakan solusi dari persamaan diferensial
homogen orde 1

Persamaan diferensial non homogen orde 1

y' +p)y =r(x)

y=f(x)
, _dy
Y =ux

dikali dengan F
Fy' + FPy = Fr untuk FPy =F'y

Ruas sebelah kiri = (Fy)'

(Fy) =F'y+y'F

Fpy =F'y »Fp=F - Fp=""

% = pdx diintegrasikan

[ 5 = [ pax

InF=[pdx=h—- InF=h — e"F =¢h 5 F=eh

h = [ pdx - g=£jpdx=p - h'=p
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Dimasukkan ke persamaan

Fy'+ FPy =Fr

ey'+eh'y =ey'+(e")'y
= (e'y)’
=e'r=ré

(ehy)' == (ety) = e
d(e"y) = retdx
jd{e"‘y] = f‘re“a‘x - ehy = jre“ dx + ¢
y=e"([ehrdx +¢)
y =e ([ efrdx + ¢)dengan h = [ p(x)dx (3.2)

Adalah penyelﬁ'an ODE non homogen orde |
y(x) =e’ ([ e" rdx +¢)
=e' [ e rdx + ce”
Keterangan : y (x) output total
e-h [ e" rdx respon terhadap input r
ce respon terhadap data awal
Rangkaian Listrik

Model rangkaian listrik RL lihat Gambar 3.8 sumber
referensi (Kreyzic, 2011) hal 30.

R=1140
®
E=48V
L
L=0,1H

Gambar 3. 8 Rangkaian Listrik R dan L
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Selesaikan persamaan diferensial biasa (ODE) untuk
arus I{t) dengan satuan A (Ampere), dimana t satuan
detik adalah waktu. Dan gambarkan grafik fungsi I(t).

Dimisalkan rangkaian berisi EMF (electromotive force)
E(t) sebuah baterai E =48 V (Volt), besarnya konstan,
sebuah resistor R = 11 Q (ohm) dan induktor L = 0,1
H (Henry), dan arus pada awalnya nol.

Penurunan model matematika

Arus I pada rangkaian menyebabkan suatu voltage drop
RI melewati resistor (Hukum Ohm) dan L1 ;.%melewati
induktor. Jumlah kedua voltage drop sama dengan
EMF (Kirchoff Voltage Law, KVL).

Menururt hukum-hukum diatas model dari rangkaian
RL adalah:

LI'+ RI— E (1) atau I’ 1 %f =$

Model matematika rangkain listrik ini berbentuk PD
non homogen orde 1, yang bentuk umumnya adalah,

V' +p(xly =r(x)
ﬁ'l solusinya adalah
y(x)=e" ([ e" rdx + ¢) dengan h = I;p(x}dx

untuk
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maka solusi umumnya adalah

- R EW)
I(t) =eL (IE’L Tdt+c)

E(t) = E = konstan

— __Eg E rL E!
I(t) =e7L (IIEEL +r:)

R R
—tfE L =
=g L (—.—EL ‘f'r:‘)
LR

. R R R
E ==t =t et
ZEE L".el”" +ce L

R
E ——f

=—+ce L
R

Nilainya dimasukkan

B 11 .. EO_E_B_ . 0,
—_— — — T — T — =3 —_——
L-01 R R 01 110 ¢

=110¢

Kondisi awal t =0 I=0— dimasukkan ke persamaan

diatas untuk mendapatkan harga !

48 48
e T ERPU s I1.4 3 FIR w0
! 11+L.E. D—>11+L1
Maka ¢ = 30
11
= ﬁ_ﬁ'e—nm =E(1-e‘“m)
11 11 11

Kemudian digambar fungsi grafik I = f{t) untuk
mendapatkan respon arus terhadap waktu.
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3.3 Persamaan diferensial homogen orde 2 (Second order

homogenous ODE)

Model dari sistem masa pegas, lihat Gambar 3.7 sumber
referensi [3] hal 62

Hukum Hooke F1 = -ky gaya pemulihan (restoring force),
arah negatif adalah keatas. Gerakan dari sistem dinyatakan dalam
Hukum Newton |l

Y gaya = massa x percepatan

Y F=ma=my"

F =my"

_ky:my!F

my"+ky=10
= = =
= > <
= > 2
T i = >
- ——5-w=01-—-er_:‘

Gambar 3. 9 Sistem masa dan pegas

Kecepatan sudutnya adalah

oy
ﬂ_m

k = konstanta pegas
m = massa benda

y = simpangan
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sedangkan relasi antara kecepatan sudut dan frekuensi

adalah
w, = 2nf

k
2nf=J;

.1 |k
f=0 |—

2m.m

Disebut frekuensi harmonik

Apabila pada sistem diatas ditambah dengan peredam,
sumber referensi no (Kreyzic, 2011) hal 64 lihat Gambar 3.9 maka
penurunan model matematikanya adalah:

Hukum Newton I

EF:ma

FI+F2:ma

-ky - cy'=my"
my" +cy'+ky =0 (B)
. d

¢ = konstanta peredam / damping contant
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peredam

Gambar 3. 10 Sistem masa, pegas teredam
Penyelesaiannya dengan persamaan karakteristik

mA2+cl+k=0
2+ii+k=g
m m

dengan rumus abc didapat
Lh=—a+fl,=—a—-f

dimana a =i B = —cZ —4mk

2m
¢? — 4k disebut determinan

Untuk persamaan diferensial berbentuk
ay"+by'+cy=0
Maka determinan (d) adalah
d=b?- 4ac

Ada 3 kemungkinan yang muncul
1. Determinan positip: ¢? > 4mk — dihasilkan 2 akar real 4,

dan Ag»verdampfng}

Solusi y(t) = c, et ft +c, el2*flt = ¢ eht+c et (32.3)
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2. Determinan nol: ¢? = 4mk — dihasilkan 2 akar yang sama

A (critically damping)
Solusi y(t) = (c,+ c,t)e™

(3.4)

3. Determinan negatip: ¢ < 4mk — dihasilkan 2 akar
komplek berpasangan atau komplek conjugate A, dan A,

(under damping)
f=iw"
w* = —amk — c2

2m

A = —got in” A;=—a-—iw”

a =—

Solusi y(t) = e (A cos w*t + Bsin w*t) (3.5)

atau

y(t) = ce™%cos (w't — &)

d=ta 1B
C =+ A%+ B?

Contoh soal, sumber referensi no (Kreyzic, 2011) hal 68.
Jika suatu sistem massa — pegas dari bola besi berat W =98
N. Bola menarik pegas ini sepanjang 1,09 meter dengan konstanta

dam;'ug
a.c=100kg/s*
b. c =60 kg/s’
c.c=10kg/s*

Berapa frekuensi sistem? Bagaimana geraknya bila pada

awalnya bola ditarik sepanjang 16 cm dengan kecepatan awal nol?

Jawab:
Sistem massa pegas

W=08N }

y=1,09m

gaya Hooke F=ky

40
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Persamaan Diferensial (PD)

Massa bola besi W=mg > m == = i

g 9,8 r:rtl.fs2 =10 kq

Dengan g = percepatan gravitasi = 9,8 m/s°

f = frekuensi

fe Gﬂme ‘Bkgm
2?‘!’ m er lﬂkg 211 detzmjk_g

L=l =2 hz=048hz
2

 2maJdet?  2m det

Kemudian dihitung simpangan y = y(t) sistem, dari persamaan
my" +cy'+ky =0
Dimasukkan harga-harganya
Untuk contoh soal a konstanta damping ¢ = 100 kg /s*
10" +100y"+ 90y =0—-y"+10y"'+9 =10
Maka determinan (d) adalah
d=10°-49=64
Maka sistemnya disebut over damping, solusinya adalah
Persamaan karakteristik dari sistem diatas adalah
AM+10A+9=0
Difaktorisasi menjadi,
(A+9)(A+1)=0
Maka didapat 2 suku bilangan rea/yaitu: A,=-9 dan A, = -1
Solusi dari kasus over damping adalah
y=celtt+c, e
y=ce’+cet
Ini adalah solusi umu untuk persamaan diferensial diatas,
untuk mendapatkan solusi akhir dihitung dulu koefisien-koefisien
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c1 dan ¢2 dengan menggunakan syarat batas yang terdapat pada
soal.

Syarat batasuntuk t =0 —y=016 mdan y'= 0 m/s

Pertama dipakai syarat batas yang pertama t=0—y=0,16 m,

dimasukkan ke persamaan
y=c,e’+c, e’
016=c e’+c,e’—>c,+c,=016

Syarat batas yang ke dua t = 0 — y' = 0 m/s. Persamaan

dideferensialkan untuk mendapatkan y’
, _dy -
y = E = —9(.‘16'
Dimasukkan harganya

atr _ Cze—c

—. -0, 0 -
0= Eh:je c,e —}9c1+c2 0

¢y +¢; =016
9¢; +¢c, =0
8¢, = 0,16 -
0,16
= —T - I],GZ
¢, + ¢, = 0,16
c; =0,18

Maka solusi akhir adalah
y =-0,02¢® +0,18¢"

42




Persamaan Diferensial (PD)

Untuk contoh soal a konstanta damping ¢ =60 kg /s*
persamaan menjadi:

10y" + 60y"+90=0
atau

y'+6y'+9=0
Maka persamaan karakteristiknya

A+61+9=0

Di hitung determinannya

d=6-4.19=0

Maka sistemnya adalah critically damping, maka yang dihasilkan
adalah 1 akar real

(A+3)=0
A=3
Solusi dari sistem dengan kasus critically damping adalah
y=(c,+c,tle’
y=(c,+c,t)e’t=c e +c, te™
Ini adalah solusi umumnya, untuk mencari solusi akhir di
substitusikan kondisi awal yag terdapat pada soal
Syarat batas untuk t=0—>y=0,16 m dan y'=0m/s
Syarat batas yang pertama adalah
t=0—y=016
kemudian di substitusi hasilnya adalah
016=c, e’ +c,.0e™’

c,=0,16
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Syarat batas yang ke dua t = 0 — y’ = 0 m/s. Persamaan
dideferensialkan untuk mendapatkan y’

, _ 9y

y' == —3c,e 3t 4 ¢, (e73 — 3te3)

y' = (-3¢, + ¢, — 3tcy)e™ 3t

Disubstitusi harganya
0=(-3c,+c,-3.0.c,)e?’

=3c;+¢c;=0 =3.016+4+¢c, =0
c, = 0,16 } c, = 0,48
Maka solusi akhir adalah

y = (0,16 +0,48t)e™
Untuk contoh soal a konstanta damping c=10kg/s
Maka model matematka yang didapatkan adalah:

10v"=10y"+ 90y =0

atau
y'+y' +9 =0
Determinannya dihitung
d=1°-4.1.9=-36

44




Persamaan Diferensial (PD)

Maka sistemnya adalah under damping, maka yang dihasilkan
adalah 2 akar bilangan komplek yang berpasangan atau komplek
konjuget. Cara mendapatkannya dengan memakai rumus abc.
Untuk persamaan diferensial dengan bentuk umum

ay"+by' +cy=0

—b + vVb* — d4ac b 1
Az = =——+—/b*—4dac
2a 2a = 2a
1 1 1 35
412—_5i§ 1=-36=-c% |-—

1 35
hp=-5+ :J;f =—0,5+i296=—0,5+296i

Artinya a = 0,5 dan w* =296
Solusi untuk kasus un@ damping adalah
yv=e* (Acos w*t+ Bsin w*t)

y=e" (A cos(2,96t) + Bsin(2,96t))

Ini merupakan solusi umum dari persamaan di atas, untuk
mendapatkan solusi akhir maka koefisien A dan B dicari dari
syarat batas 0

Syarat batas untuk t=0—>y=0,16 mdan y'=0m/s

Syarat batas yang pertama adalah

t=0—y=016
Disubstitusiskan ke solusi umum menjadi

0,16 =e %% (Asin0 + Bcos0) - 4=0,16
1
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Kemudian solusi umum dideferensialkan terhadap waktu t
didapatkan
y' =2 = 0575 (A cos(2,96t ) + B sin (2,96t))
+ €05 (=296 A sin (2,96t) + ﬁe B cos (2,961))
Syarat batas yang ke dua adalah t =0 — y’'= 0, disubstitusikan
ke y' didapatkan
0 =-0,5¢" (A cos 0 + Bsin 0)
+e (-2,96 Asin 0+ 2,96 B cos 0)
didapatkan
0=-054+296B

0,5.0,16
2,96

0=-05.016+2968B =B = = 0,03

Maka soluﬁiidapatkan
y=e"" (0,16 cos(2,96t) + 0,03 sin(2,96t))

Intepretasi dari ketika kasus: over, criticallydan under damping
digambarkan dalam satu grafik, yaitu pada Gambar 3. dibawah ini

0.1!;

0.1
0.05
0
.05

0.1

Gambar 3. 11 Grafik solusi ketiga persamaan diferensial pada masa
dan pegas teredam
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3.4 Persamaan diferensial non homogen orde 2
(Second order non homogenous ODE)

Bentuk umum

Solusi akhir adalah y =y, +y,

y'Hpy '+ Q) = r(x)

¥, adalah solusi umum (general solution)

y adalah solusi khusus (particular solution)
B

Solusi umum adalah solusi ODE non homogen (r(x) = 0],

kemudian dihitung determinannya sehingga diketahui solusinya

(overdamping, critically damping atau under damping).

Sedangkan solusi khusus Y, dapat dilihat pada Tabel 3.1

dibawah

Bentuk dan rix)

Tabel 3. 1 Solusi khusus

Solusi khusus y, (x)

ket* Cel*

kx™ (n=0,1,....) Kx" + K, (x" '+ + Kix+ K,
'k cos wx
[k sin wx I } K cos wx+ M sin wx

ke ™ cos wx

ke ™ sin wx

Contoh soal

| e™ (K cos wx+ Msin wx)

Rangkaian listrik. Lihat gambar 3.12 dan Tabel 3.2. sumber

referensi (Kreyzic, 2011) hal 93

Persamaan matematika rangkaian R, L, dan Cini adalah seperti

persamaan diferensial yang lalu (tanpa kapasitor) LI’ + RI = E(t],

maka ditambah dengan voltage drop % yang melewati kapasitor,
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C dalam F (farad) adalah kapasitansi kapasitor, Q dalam € (Coulomb)
adalah muatan kapasitor. Sedangkan hubungan antara arus listrik,
muatan dan waktu adalah 1(¢) = i—f

c

2

0

Eyr) = Eosin or

Gambar 3. 12 Rangkaian listrik R, L, dan C

Tabel 3. 2 Elemen-elemen pada rangkaian listrik R, L dan C

Nama Simbol Notasi Satuan Voltage Drop
Resistor R ohm (£2) RI
Induktor e L henry (H) pat

di
Kapasitor | - C tarad (F) | Q/C

Penurunan persamaan matematika rangkaian diatas

LI +R.|'+E=

dt
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Persamaan Diferensial (PD)

Dideferensialkan terhadap t
d’  dl 1dQ dE(t)

L +R—4=—=

dt? dt  C dt dt
Ld2!+R +1I—E t
A Tt

1
LI"+RI' + E.’ = Eyw cos wt

Ini merupakan model matematika dari sistemn diatas dan
merupakan persamaan diferensial biasa orde 2 non homogen
Pertama dihitung solusi umum dengan cara membuat
persamaan menjadi persamaan diferensial biasa homogen,
sehingga penyelesaiannya seperti bab yang sebelumnya
LI" + RI' +%.’ =0
Persamaan karakteristik dari persamaan diatas adalah
LA? +R)l+l= 0 atau A2 +E}1+i= 0
C L LC
Penyelesaian dengan menggunakan rumus abc
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Jadi,

adalah solusi umum persamaan diatas.
Untuk solusi khusus maka lihat tabel pada gambar 3.10
Persamaan

LI" + RI' + %f = Eyw cos wt

r(x)~kcos wx 2 y,(x) =K coswx + M sin wx

Jadi solusi khusus persamaan diatas adalah

I, = acos wt + bsinwt

dl
."p = d—:’ = w(—a sin wt + b cos wt)

d?l ,
I"p=—72= w?(—a cos wt — b sin wt)

Substitusi ke persamaan

1
LI"+ RI' + EI = E,w cos wt

) 1
Lw?(—a coswt — bsinwt) + Rw(—a sin wt + b cos wt) + C (a coswt + bsinwt)

= Eyw cos wt

, a . b
[Lmz(—u) + Rawb + E] cos wt + ILu}J(—b} + Rw(—a) + T sinwt
= Eywcoswt + 0sinwt

Untuk mencari harga koefisien a dan b dipisahkan bagian
sinus dan kosinus

50
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Bagian cosinus:
Lw*(—a) + Rwb + = = Eqw

Lw(—a) + Rb +— = E,

1
—a(wL—E)-I—Rb =i,

—as+ Rb=E,

Keterangan:

Reaktansi

1
s =wl—
¢

(11

X; = wL Reaktansi induktif

Ay = — Reaktansi kapasitif

fud

R = Resistansi

Z =+ R? + 52
Z adalah impedansi atau tahanan total arus bolak balik
Bagian sinus:
Lw?(~b) + wR(—a) +§ =0

Lw(—b) + R(—a) + % =0

—b(wL—i)—Razﬂ

i
—bhs —Ra=10
Dari
-sa +Rb = E;
-Ra-sb=0
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Didapat

Solusi partikular:

I, = a coswt — b sin wt

_ Eqs EoR
= — 72497 COS wt + st

sin wt

Sehingga solusi akhir didapatkan:
I=1y+1,
2 _py lpz_tt), 2 _p_ gz, 7 g
— C.fm‘( | r) +£‘z€m'( y r) +— Eps cos wt + ofl

E,
R 45 R2452
Iy [

sinwt

il

Contoh soal:

Dapatkan persamaan arus I{t)da suatu rangkaian RLC.
Dimana tahana R = 11Q, induktor L = 0,1 henry (H), kapasitor
C = 10-2 farad (F), frekuensi f = 60 herz (Hz), Sumber tegangan
EMF E(t) = 110 sin wt, w = 2mnf.

Syarat batas ketika awal waktu

t =0, arus (I) dan muatan (Q) sama dengan nol.

Jawab:

Diketahui harga-harga R=11(; L=0,1 H; C=10-2E =60 Hz,
dan E(t) = 110 sin wt

w=2nf=2.314.60 =377, maka E(t) = 110 sin 377t

Persamaan umum

1
LI"+RI' +E =E(t)

0,11"+111'+10% = 110.377 cos 377t

52




Persamaan Diferensial (PD)

Pertama dihitung dahulu solusi umum dari persamaan
disamping, yaitu dijadikan Persamaaan homogen
011"+111'+10°1=0
Di hitung determinannya d =112 - 4. 0,1. 100=121 - 40 = 81

Harga determinan lebih besar dari 0 maka sistemnya adalah
over damping, akan didapatkan 2 akar bilangan real
Persamaan karakteristik
01A+11A+100=0
A2+ 1100 +1000=0
Difaktorisasi
(A+10)(A+100) = 0
Didapatkan akar-akarnya 2 bilangan real
A=-10  2A,=-100
maka solusi umum I, =c, e + ¢, e
:CJ E-J’ﬁ'r + Cz E.-Ir}ﬂr

Solusi khusus: I, (t) = a cos wt + b sin wt

=acos377t+ bsin 377t
S =l ——=1377.01 L 374
P VA A T
___Es __ 110374 _
O TRzysz T T 11243742 ©
E,R 100.11
b - = 0,796

T RZ+s? 11243742
I,(t) = —2,71 cos 377t + 0,796 sin 377t

Solusi: b— IL+1,
I=ce'™ +c,e’™-2,71 cos 337t + 0,796 sin 377t
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Solusi akhir didapatkan dengan menghitung koefisien c,

dan ¢, dengan syarat batas
t=0—Qdani=0

Syarat batas yang pertama adalah untuk t = 0 maka I =0,

disubstitusi pada solusi dia’gs
t=0,I=0—1=c,e’+c,e’-2,71cos 0+ 0,796 sin 0
O=c,+c,-2,71->¢c,=2,71 -,
Dari persamaan

LI'+ RI +2 = Ey sinwt LI'+ RI + 2 = Ey sin wt
C C

=0 } LI' +R.0 +2 = Egsin0

Q=0 pada t =0 didapatkan I"' = 0

Solusi diatas diturunkan terhadap t didapatkan

di _ -
I'=—=—10ce 10t _ 100¢,e 100t

—2,71.377 sin 377t + 0,796.377 cos 377t
t=0,I'= 0 disubstitusi ke persamaan diatas

0= —10c,e™® — 100c, — 2,71.377 sin 0 + 0,796.377cos0 | ¢, = —0,323
~10¢; — 100¢; + 0,796.377 = 0 ¢, = 3,033
¢, = —=2,71 — ¢

ingga solusi akhir adalah

I(t) = -0,323e"" + 3,033e""" - 2,71 cos 377t + 0,796 sin 377t

Osilasi paksa (forced osillations)

Lihat gambar 3.11 merupakan sistem pegas - masa teredam
dengan ditambah dengan gaya luar yag merupakan osilator,
sumber referensi no. [3] hal 85.
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Bentuk persamaan menjadi my" + cy' + ky = r(t); r(t) adalah
driving force = 9ay3 luar yang memengaruhi sistem.
r(t) =F, coswt danF >0, w >0
Maka model matematika yang didapat adalah persamaan
diferensial biasa orde 2 non homogen:
my"+cy'+ky=F, cos wt
Dengan solusi y =y, +y,; y, adalah solusi umum (general
solution) dan y, adalﬁolusi khusus (particular solution)
Vp(t)=acoswt+bsinwt
Dideferensialkan
y',=-wasin wt + wb cos wt
y",=-w’acos wt+ w’ b sin wt
Disubstitusi ke persamaan my" + ¢y’ + ky = F, cos wt
Dhmpulkan bentuk sinus dan cosinus didapatkan:
[(k - mw?*]a + web] cos wt + [-wca + (k - mw?)b] sin wt = F, cos wt

peredam

Gambar 3. 13 Qsilasi paksa
Dari dua persamagna
(k- mw’)a+wch=F,
-wea + (k- mw?)b =0
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Maka didapatkan harga a dan b adalah

k=1 ?
a=F,
0 (k-mw?)2 +w?c?

e
(k=mw?)2+w?c?

k 2
—=wy k=mw
||m 0 0

Maka harga a dan b menjadi

b — FI]
Jika

F m{wi — w?) F we
ﬂmz(wﬁ? — w?)? + wc? - Umz(wg — w?)? 4+ wc?

a=
Analogi besaran mekanika dan listrik:
1. Persamaan diferensial untuk rangkaian RLC
LI'+RI + %! = E, cos wt
2. Persamaan diferensial untuk sistem massa pegas teredam

my"+cy'+ky =F, cos wt

Tabel 3. 3 Analogi mekanik dan listrik

Sistemn listrik Sistem mekanik
Induktansi L Masa m
Tahanan R Konstanta peredaman ¢

Kebalikan kapasitansi 1/C | Konstanta pegas k

Turunan .E'ﬂ (w CoSs wt

adalah EMF 1
Arus I(t) J Simpangan y(t)

Driving force F, cos wt

Contoh soal persamaan diferensial orde 2 homogen referensi
(Ayres, 1967)

Suatu pelampung berbentuk silinder diameter 2 ft berada
mengapung di air (densitas 62,4 Ib/ft3) dengan sumbunya
mengarah vertikal (seperti Gambar 3.14).




Persamaan Diferensial (PD)

Ketika ditekan dan dilepaskan, diketemukan bahwa
periode getaran adalah 2 detik. Dapatkan berat dari silider.

|
T
I
I
I
I

|

,.-!-"I-"-.

H
r" 3

L

Gambar 3. 14 Pelampung

Jawab:
Ambil perpotongan antara sumbu silinder dan permukaan
air sebagai origin ketika pelampung dalam keadaan
keseimbangan, dan ambil arah ke bawah sebagai arah
positif. Ambil x(t) menyatakan posisi dari pelampung
pada waktu t. Dengan prinsip Archimedes, suatu benda
yang sebagian atau seluruhnya ditenggelamkan ke dalam
suatu fluida maka akan didorong oleh suatu gaya yang
sama dengan berat dari fluida yang di pindahkan.
Maka berat air yang dipindahkan -pV, dimana p adalah
densitas air dan V adalah volume air. Sedangkan
V=mr’x

Berat air yang dipindahkan adalah -pm? x =-624 7 (1)? x
Dari Hk. Newton ||

Sr =Y ma

Wd2x
—62.‘1‘ m (1)21' = EF
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Dimana W adalah berat pelampung dan W= mg, besarnya

adalah masa dikalikan percepatan gravitasi bumi. Dan

. d?
a adalah percepatan dimanaa = d—;

Wdx

E F = —52,41‘1’1’

g =323 ft/s?
dx
WF =—624gnx =—624.322nnx = -2009 mx

d?x 2009

W'l'Tﬁx:ﬂ

Model matematika vyang didapatkan berbentuk
persamaan diferensial orde 2 homogen

. 2009
Misalkan a = W 7

Persamaan karakteristiknya A+ a=0

Untuk mencari solusi maka dihitung determinannya
d=0-41a=-41a

Persamaannya termasuk under damping

Persamaan karakterisik

A4+a=0
A? = —a =ai’
A=0++ai? = +iva

Solusi und damping

y(t) = e (A cos w*t + Bsin w*t)
Maka solusi persamaan di atas adalah

x(t) = e%[e,cosva t + cysinva ¢

o 2009 - [20097
X =, cos W € Sin 7
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2009
W

Kecepatan sudut w = 2nf =

Periode = T = 2 maka frekuensi adalah f=-=1/2hz
w=2m05=n

20097

u? = 2
W

w =209 _299_ ciom
m 3,14

Contoh soal persamaan diferensial orde 2 non homogen
referensi (Kreyzic, 2011)
Osilasi paksa karena suatu gaya penggerak periodik yang
tidak sinusoidal
Suatu pegas, masa teredam dengan gaya luar r(t),
dimana gaya luar ini tidak berbentuk sinusoidal seperti
contoh soal yang lalu

-
() — Pegas
m beban

peredam

Gambar 3. 15 Sistem masa, pegas teredam dan gaya luar

Diketahui masa (m) 1 gram, konstanta pegas (k) 25 gram/
s? dan konstanta peredaman (¢) 0,05 gram/s. Sedangkan
gaya luar dengan satuan g cm/s*. Maka didapatkan model
matematika sistem berbentuk persamaan diferensial
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my"+cy'+ky=r(t)
y'"+ 0,05y + 25y =
b3 r(t)

t +E_,ﬁka — <<l

r(t)=1 r(t+27)=r(t)

—t + g_;‘:‘ka O<t<nm

r(1)
/2

4N
) N

Gambar 3.16 Grafik input gaya luar

Dapatkan solusi y(t)

Jawab:

Solusi dijawab dengan mempergunakan deret Fourier
®
Flx)=ay +Z(an cos nx+b, sin nx)

n=l
Sedangkan koefisien Fourier diberikan dengan formula Euler:
,
ay =— | f(x)dx
" _Rf( )

1l px
=— ' dx
a, ;;J.—m’f (x)cnsnx
l = :
b, =— nx dx
., Ej._ﬁf(x)sm
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aka koefisien Fourier a, untuk soal diatas adalah
a —L[J.” t+Zdr+ J”T—r +£a‘r]
T A G ! 0 2

] [l a m‘] 0 [ 1 5 m‘]”
ay =—+| =t~ +— +| ——t" +— =0
w20 2 ) U2 T2

koefisien Fourier a, adalah:

1|0 T a T T
a, =— I I+ — cos;trdr+j —t +— |cos nt dt +
bl 2 0 2

1 0 0 b Fra Fra
a, =— I {cos nt dt +I —cos nt dt +I —tcosnt dt +-|' —cos nt dt
g\ - ) 0 02

Diselesaikan dengan metode
Iu dv=—uv —I vdu

Didapatkan
" 0 0 x 0y 3
a,=—s—sinnt| +-—cosnt| ——sinnt| ——sinnt
T\n - p- -7 2n -T R 0
| T & e
——-cosnt| ——sinnt
n- 0 H 0
Dimana

SiNn0=0,sin nr =0,sin(-n7x)=0,cos 0=1, cos (—-nx) = cos

n

nr =(-1)

Maka
2-2(-1)"
a!! :#
TH
2-2(-1) 4
a = 2 -
bl ml
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2-2(-1Y
a, = (? ) =0
N T2
2=-2(-1
a3 = (3 ) - 42
T3 T3
2-2(-1)
ﬂ4=#=u
T4°
ﬁ
2=21-1Y)
s = ('3 ) = 47
T5 TS5

Dan seterusnya
Kemudian koefisien Fourier b, adalah

1[0 6] 7 :
b, =— I 4+ 51n;trdr+f —t +Z |sin ne dt +
|- 2 0 2

(0 . 0T . r . T
b, = —U tsin nt dt +I —sinnt dt + _[ ~tsin nt dt +I —smmdr]
g\ - -n 2 0 02

Diselesaikan dengan metode
Iu dv=uv —Ivdu

Didapatkan
1 { L U T 1 z
b,=—| ——cosnt| +-—sinnt| +—cosnt| +—sinnt
AL TN T N 0 p- 0
T i
——cosnt
2n 0
Dimana

SN0=0,sin nr =0,sin(-n7)=0,cos0=1,cos(-nm)=cos nx

=(-1r
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Maka didapatkan

l M M
b o=——(-1)" +~—(-1)" =0
(1) ()

dan didapatkan

4 | | 4
r(r) :—[cnsr + —-cos 3t + —jcosS r+ ] =——cosnt
T 3 5° n

untuk
n=13,5,..

Sehingga model matematika dari sistem diatas adalah

y'+0,05y'+ 25y =écosnr
n-
Persamaan karakteristk dari sistem dan persamaan diferensial
yang dianggap homogen adalah
A7 +0,054+25=0
Determinan adalah
0,05% —4.1.25=-99,9
Maka sistem termasuwnder damping, dimana solusinya adalah:
v, = A, cosnt + B, sinnt

Dideferensialkan terhadap t

v, '=-nAd, sinnt+nB, cosnt

"_ 2 . 2 K
y,"=-n"A4, cosnt—n"B, sinnt

Disubstitusi ke solusi diatas

2 2 - .
-n-A, cosnt —n~ B, simnnt + 0, US(—H A, sinnt +nB, cosnt)

: 4
+25 (AH cosnt + B, sin m‘) =——cosnt
nom
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(—;:2‘4” +0,05n B, +254, )cosm +(-nB, —0,05n A, +25B, )sin nt

4 :
=——cosnt +0sinnt
nr

{(25 —n? )AH +0,05n B”} cosnt + {( 25 —n’ )B” -0,05n4, } sin nt

4 :
=——cosnt +0sinnt
nw

Bagian cosinus didapatkan:

(25 —}IE)A” +0,05nB, =—

nr
Bagian sinus didapatkan

~0,05n 4, +(25-n*)B, =0

A, dan B, didapatkan dengan aturan Cramer

~ 0.05n
noT 4 .
0 (25-n7) e (25-#%) 4(25-n")
" (25-n?) 0.05n (25-n° )2 +(0,05n)° 77D,
~0,05n (257 )
, 4
(25_” ) nir 4 0.05
|00 0 N A ¥
! (25 —n’ ) 0,05n (25 —n° )2 +(0, USM)2 n*zD,
~0,05n (25 —n? )
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Persamaan Diferensial (PD)

Dimana

9

D, =(25-n) +(0,05n)’

Maka solusinya menjadi:

4(25 —n’ )
V, =—————cosnt +
nxD, n D,

3

sin nt

5

D, =(25-n) +(0,05n)"

C, = J A+ B

Y=ENtyitys o

Amplitudo:

Solusi akhir adalah:

Kemudian cara pendekatan untuk menggambar grafiknya adalah
dengan menghitung:

2

D, =(25-1)" +(0,05.1)* =576,0025

2

4(25-1)°
———~coslt + =
1"z D, 1"z D,

W= sinlt =0,053cost + 00,0001 1sint

C, =4/0,0537 +0,000112 =0,53

2 2

Dy =(25-3) +(0,053)" =256,022

4(25 _32)0053r+

32.1:'D3 32.17{)3

3

sin 3¢

W =

C; =+/0,0088 +0,0000282 =0, 0088

2 2

D, =(25-53) +(0,05.5)" =0,0625
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Dan seterusnya sehingga didapatkan amplitudo-amplitudo:
€;=0,53

C,=0,0088
C, = 0,2037
C,=0,0011
C, = 0,0003

dan seterusnya, maka gambar yang didapatkan adalah

y

Gambar 3. 17 Intepretasi input dan output

3.5 Persamaan Diferensial Parsial

(Partial Differential Equation / PDE)

PDE meliputi penurunan sebagian (parsial) dari fungsi dengan
varibael-variabel 2 atau lebih.

Jika y adalah fungsi dar x= y = f (x), maka turunan y terhadap x

adalah % merupakan laju perubahan y terhadap x.
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Jika z adalah fungsi dari x dan y = z = f (x,y), maka turunannya

cz oz . . . .
adalah — dan , dan disebut diferensial parsial.
ox o'

Jika diturunkan lagi

00 0z o0& _0z 08z _ 0oz .

oxax oy @xdy Oxdy  Ooxdxdy  atey
Notasi yang bisa dipakai z= f(x)— f:{ =z =f. =/
Contoh *

2= f(xy)=dy+e”

of &z 5 -

L fmn = fimay e

dy ox

of &z : .

T ¢ =f,=z,=fr=x" +xe”

dy oy - -

i f - o .fw =y :.fl" = 3)‘:2 + EUI + xye-‘-?"

coxcdy oxov - B

o’ f oz .

=5 =fa=ia=fi=6xy+ye”

o o T

53f alz 3 xy

—.3 = -~ 3 = -fl-'1-'1-' =gy T .f222 =Xe-

cy. oy

’f &z N

- = -fT_ﬂ-' =2y = f 7= bx + zyl':’ + Jﬁj]?z (3":.1"
oxtey excey ™ 12

Contoh pada termodinamika T=T(p,v,s,u) artinya temperatur fungsi
tekanan, volume, entropy, dan energi dalam.

or .
[ 5 ] turunan fungsi temperatur terhadap tekanan untuk volume
P y

konstan
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orT . .
[ ] turunan fungsi temperatur terhadap volume untuk entropi

)
L

konstan

oT . .
[ p ] turunan fungsi temperatur terhadap tekanan untuk energi
P "

dalam konstan

oT . .
[ 3 ] turunan fungsi temperatur terhadap entropi untuk tekanan
8

”

konstan

3.5.1 Diferensial Total
Diferensial total dari

0z Oz
z=f(x,y) adalah dz = C e+ dy
ax oy

Secara umum untuk fungsi
u=f(x,y,z,..) maka diferensial totalnya adalah

oy : :
du:qu_’_@}f dy@r dz +...
i oy = oz

Contoh soal dari buku referensi (Kreyzic, 2011) untuk persamaan
diferensial parsial, persamaan diferensial total dan aturan berantai
(chain rule):
1. Dapatkan Y jlka y=Insin2x

dx
Jawab:

v=Insin2x

dy
dx

—sin 2x

d
=—(Insin2x) =
(nqln x) .
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cos 2x B 2

costdzx _ cos 2x )

sin2x dx sin 2x sin2x  tan 2x

Bisa diselesaikan dengan chain rule

dy _dydudv

dx  du dv dx

y=Insin2x
yv=Inu
dy 1

A u
u=sinv
du
E=cnsv
v=2x
dv
=
dy 1 | 2

— =—C0sV2=— cos2x 2=
u sin 2x tan 2x

2

2. Dapatkan 4z jika z=2¢*sint

Selesaikan denE]an metode perkalian diferensial atau diferensial
total

Jawab:

Metode diferensial parsial

(m’)'zu "v+v'u

2 .
z=2¢ sint
[y N —
B v

dz

? =z'=(m’)'=u'v+ v'u
t :

— dtsint +cost 2t°
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—4tsint +2t> cos t

. , dz dz
Dengan cara diferensial total dz=—dx +—dy
dx dy
atau ol
=Xy
dz = @ dx + d—zdy
dy

Dibagi dengan dt

7—xy—>£—y —>£—x

i de ~ dy
Z I P dx ﬂj; P P
—=z'=(xy) =y—+x—=x"yv+y'x
dt (y) ya‘r dt 4

Bentuknya sama dengan
(uv)'—i— u'v+v'u
Jadi bisa dikerjakan dengan metode perkalian diferensial
z=x" x=sint y=tan 't
Dapatkan L
dt
Jawab:

Rumus diferensial total

) %
0z 2
dz=—dx+—dy
c cy
v JZ y—1
z=x' > —=Wx
ox
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, Oz
z=x"' 5 —=
oy
z=x"
Inz=Inx"

- V
eln_ =€|nr
7= erlnx
0z y

— €'1 ny (ln-x)
dy
Cz 'In
—=Ilnxe’"”
oy
cz

=Ilnxe™"
oy
cz
— =Inxx’
oy
Cz .

=x"Inx
cy

Disubstitusikan ke persamaan diferensial total

A A
0z Oz

dz =—dx =—1dy
ox cy

dz = yx’'dx + x" Inxdy
x=sinf —> dx=costdt

yztan_lrédyz —-dt
1+t
dz = yx* ' costdt + x” Inx : —dt
1+
dz el x' Inx
— =" cost+ =
dt 1+1°
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Harga — harga x =sin¢, y=tan 't disubstitusikan menjadi

. lan  f .

- an— 1) sint Insint
@ _ tan”' r(sinr){-[ s cost + (sin?) - o
dt 1+
3. Diberikan x +¢e' =t, dapatkan dx dan dx untuk x =0

dt dt*
dant=1.
Jawab:
x+e' =t
dideferensialkan
dx + e*dx = dt
dibagi dengan dt didapatkan
dx . dx
—+e =1
dt dt
[1 + ¥ )@ =1
dt
dx 1
dt  1+e"

Dimasukkan harga-hargax=0,t=1
de 11

|
dt _l+r3"‘ 2
Persamaan awal diturunkan ke t
dx
dt

e
¥

d*x  .d*x ,dx dx
+ e + =0

dr> dt? dr dr

dx . d*x [dx}z
—+e —+e |—| =0
dt” dt” dt

Dengan ¢
[
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d-x e’
dr’ (l +e" )3

Dimasukkan harga-hargax=0,t=1

2 . 0
d-x e’ e | |

de’ (l +e‘r)3 (l+e{})3 (1+ 1)3 8

3.5.2 Persamaan Difusi/ Persamaan Aliran Panas
(The Diffusion or Heat Flow Equation)
Referensi (Boas, 1983) halaman 550
Panas mengalir pada papan/ lapisan/ dinding (heat fow in
bar or slab)
Persamaan aliran panas adalah
1 du

,
Viu=—
a® Ot

u adalah temperatur dan « adalah konstanta sifat material/ bahan
yang dialiri panas tersebut, dan t adalah waktu.

A A A
A 0 A O L
V=i—+j—+k—
ox oy 0z
= = a = "‘4 =
2 a0 A O s 7 P A O ~ 0
Vo =VV=li—+j—+k—||i—+j—+k—
ox oy cz ox cy oz
o o o
S N
= + +
¥ ¥ ¥
ox-  ov. oz"
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1 cu

5
a” Ot

*u *u & 1 cu

+ +
o &' ozt o o

)
Vou=

Diasumsikan solusi dari persamaan di atas adalah
U= F(x,y, z)T(r)
u adalah temperatur
F adalah faktor u yng tergantung posisi (x,y,z)
T adalah fakor u yng tergantung waktu (t)
Substitusi persamaan diatas ke persamaan awal, didapatkan
TVF = %Fﬂ
a° dt
Dibagi dengan F T
vap — lj Lﬂ
F a- T dt

Ruas kanan = ruas kiri = - k4

Ruas kiri: ,
—VF =k’
F
atau
VIF+kF=0
Disebut persamaan Helmholtz
Ruas kanan:
1 1dT
%
o’ T di
£=—f(2a2}"
dt
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Diintegrasikan
T =P—;.-1¢—,r'

Contoh:

Aliran panas melalui dinding dengan ketebalan | (misal
dinding lemari es). Diasumsikan permukaan sangat lebar sehingga
efek adanya tepi diabaikan dan diasumsikan bahwa panas mengalir
hanya pada arah x saja.

Dimisalkan lapisan dinding mempunyai distribusi temperatur
steady state awal dengan x = 0 adalah 0° dan pada x = | adalah
100°.

Pada t = 0, dinding x = 1 (sama dengan dinding x = 0)
ditetapakan pada 0°, kemudian akan dicari persamaan temperatur
pada setiap x (pada dinding) pada setiap waktu selanjutnya.

y

e

Gambar 3. 18 Aliran panas pada dinding

Temperatur steady state awal u, memenuhi persamaan Laplace
V:u{} =1

2 2 2
0uy 0uy 0uy
+ +

-

o' &’

ox
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Untuk satu dimensi s
7uy 0

ox

Solusi untuk persamaan ini adalah u, = ax + b, dimana a dan b
adalah konstanta yang didapatkan dari kondisi awal. Yaitu pada u,
=0 pada x = 0 dan u, = 100 pada x = 1, maka didapat:

100

Uy =——X

Dari t = 0, memenuhi persamaan Helmholtz satu dimensi

d_f FIAF =0
, in(kx
Solusinya adalah F(x)= sin(kr)
cos(kx)
o e 4 sin (hox)
Sedangkan u =F(x) T(t), dan T=¢ " ", maka u L.
et cos(kr)

Kita tidak memakai solusi yang cosinus dari permasalahan ini,
karena u = 0 pada x = 0. Dan juga diinginkan u = 0 pada x =
1, yang memenuhi adalah jika sin kl = 0, dimana kl = nnx, atau
k=17 (nilai-nilai eigen/eigen values). Maka solusi-solusi dasarnya

(atau eigen function) adalah

'}E\'-Er
o J S. nirx

u=e """ gsin (kx)=e
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Persamaan Diferensial (PD)

Dan solusinya adalah sebuah deret

W2
“n'ra \

u_z bekf,’ #

_]J'T

Padat=0, u=u, yaitu:

u= ' ]b sin

Artinya mencari deret sinus Fourier untuk (100/)x, pada (0,1); maka
koefisiennya adalah:

- —l H—1
p 1002 Lyt 200(-1)

I
I 7 n T n

Dengan mensustitusi ke persamaan di atas, didapat solusi akhir

2000 15 mx 1 ATt 2ax 1 T 3ax
H=——- e "' sm—-—¢e "' Y sin——+—¢ * 7 sin——+...
i (10)
RANGKUMAN:

Pada bab ini sudah dipelajari tentang persamaan diferensial
homogen dan non homogen orde 1 dan 2 dan cara penyelesaian
secara pemisahan variabel maupun secara analitis, untuk sistem
dengan mengetahui nilai determinan maka dapat digolongkan 3
macam redaman yaitu:

1. Under damping
2. Critically damping
3. Over damping

Serta pembelajaran tentang persamaan diferensial parsial dan
persamaan diferensial total serta cara penyelesaian serta aplikasi
pada beberapa problem.
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UJI CAPAIAN PEMBELAJARAN:

1.  Kerjakan kembali soal Tangki air dengan keadaan awal 100
Ib diubah 200 Ib. Masing-masing berisi 5 |b garam diubah 4
Ib garam.

2. Dalamsuatu tangki penyimpanan bahan bakar minyak, fluida

mengalir melalui suatu lubang pada dasarnya. Diameter
tangki 5 meter, diameter lubang 2.5 centimeter, tinggi awal
fluida 4 meter. Kapan tangki menjadi kosong?

BAHAN DISKUSI:

e Bagaimana cara untuk mengetahui ketinggian fluida pada
tangki penyimpanan BBM diatas untuk beberapa waktu yang
berbeda?

e Apakah arti fisis dari under damping, critically damping, over
damping?

e Jelaskan maksud resistor, kapasitor, induktor impendansi,
reaktansi kapasitif dan reaktansi induktif ?
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BAB 4
TRANSFORMASI LAPLACE

Standar Kompetensi

1. Mampu menerapkan llmu dasar, komunikasi dan pendukung ilmu
perminyakan dan atau panas bumi (CPP 1)

2. Mampu menerapkan pemikiran Logis, Kritis, Sistematis, dan
inovatif dalam konteks pengembangan atau implementasi ilmu
pengetahuan teknologi Perminyakan dan atau panas bumi (CPKU
1)

Kompetensi Dasar

Mampumemahamitentangsistern, merumuskan model matematika dan
rmencari solusi sistem yang berhubungan dengan Teknik Perminyakan
dan Panas bumi (CPP1)

Indikator
1. Mahasiwa mengulang materi tentang bilangan komplek dan
aljabar komplek
2. Mahasiswa mengerti tentang prinsip transformasi Laplace (TL),
integral Laplace, theorema - theorema Laplace Mahasiswa
mengetahui bermacam-macam geometri reservoir
3. Mahasiswa memahami cara pembuatan dan penggunaan tabel
tranformas Laplace
4. Mahasiswa mampu untuk menyelesaikan solusi persamaan
diferensial
dengan mempergunakan tabel transformasi Laplace.

Deskripsi :

Persamaan Diferensial yang didapatkan pada pemodelan bisa dicari
solusinya dengan beberapa macam cara yaitu secara pemisahan
variabel, analitis, deret selain solusi persamaan diferensial bisa dicari




MATEMATIKA TERNIK

dengan cara menggunakan transformasi Laplace. Penyelesaian
dengan beberapa macam cara seharusnya hasilnya sama. Pada bab
ini akan dibahan cara mendapatkan solusi dengan menggunakan
transformasi Laplace. Sebelumnya akan dibahan tentang bilangan
kompleks sebagai pengulangan (review) dari referensi (Ogata,
1981)

4.1 Bilangan komplek ( Review)

Padasuatu persamaankudratyang berbentuk az* + bz + ¢ =0,
maka solusinya dicari dengan rumus kuadrat (rumus abc) yaitu akan
mendapatkan akar — akar dari persamaan kuadrat tersebut

—b +lb* —dac

2a

=

Diskriminan d = b* — 4ac

d =0 akan menghasilkan akar-akar riel sama z

d >0 akan menghasilkan akar-akar riel tidak sama z, &z,

d <0 akan menghasilkan akar-akar komplek z, =x iy

z,, =x iy disebut bilangan komplek yang berpasangan (complex
conjugate)

x adalah bilangan real — Re(z)=x disebut bagian real
y adalah bilangan real — Im(z) =y, daniy disebut bagian
imaginer
bisa juga ditulis
z= (x,y)

digunakan symbol i=+-1 dengan i’ =-1
Contoh bilangan komplek:

V=16 =164/-1=4i
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Transformasi Laplace

22 =2z+2=0
24f4-42 244 2441 2+2i
Z,, = - - - =14
- 2 2 2 2
Bidang komplek (complex plane)
z=x+iy atau z=(r,0)
Yy A
------------------ IZ
r i
6 |
: >
X

Gambar 4. 1 Bidang komplek
x=rcos@ dan y=rsinf

Sehingga

z=x+r}’=rcus€+:'rsin9=r(cus¢9+r'sinﬂ)

Besar (magnitude) dari z adalah

r=‘:‘=«./x3 + yz

Sudut dari z adalah
Jadi x=|z| cos @ dan y=‘z|sin€
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Menurut tearema Euler
cos@+isinf ="
X+ r'y=r(cc-s-9 +i'sin €)=refﬁ
Jadi bentuk persegi panjang (rectangular) adalah
I=X+1y
z= |z| (cos@ +isind)

Sedangkan bentuk polar adalah

Z=H{H=r{3
z =\z ¢’ =re"
Complex conjugate dar z=x +iy adalah z =x —iy sehingga

z=x+1y :|z

<= |z|(c05 0 +isin@) =re”
E=x—:'y=|z|*: -0

= |z| (cos [—5‘) +isin [—6")

= |z|(cus 6 —isind)

= pe?

Sedangkan operasi aljabar untuk bilangan komplek adalah Dua
bilangan komplek z dan w dikatakan sama jika dan hanya jika
bagian riel sama dan bagian imaginer sama
z=x=iy dan w=u+iv
z =w Jika dan hanya jka x=w dan y=v
Penambahan:
Z+w = (x + :}’) + [u + r'v)
=(x+u)+i(y+v)
Pengurangan:
z—w =z+(-w)=(x+iv)—(u+iv)
=(x—u)+i(y-v)
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Perkalian:
¢ Bilangan komplek dikalikan bilangan riel a
az =a(x+iy)=ax+iay

e 2 bilangan komplek dikalikan
W =(x+r}’)(u+:'v)
= XU + iyu +ixv+ i’ YV
= didi ( + ) -
= (g )+ ( + )

e Perkalian bentuk polar
z =|z| <
W= |w‘ <@n
Zw =|z| |u»“ < (.9 + @)

e Perkalian dengan |
z=x+iy=z<0
i=0+i=1<90°
iz=(1<90°)(z <@) =|2| < (& +90°)

Perkalian denganiadalah rotasi sebesar 90 dengan arah berlawanan

dengan jarum jam

e Pembagian bentuk persegi panjang

zZ X4y x+iy u-—iv

W u+Iiv u+IVv u—Iiv

(xu + yu) + i(yu - xv)

2 2
U +v

X+ yvu YU+ xv
]

2 2 2 2
u +v u +v
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e Pembagian bentuk polar
£ |Z|—(:9 _ H <(6-2)
w |w| < |w|

e Pembagian dengan i

iy x4dv i xi— v
?:r‘:}=r‘:}‘i‘=m J{=y—ix
i i i i -1
atau
- |zl< @
z_ <9 ) 0-90%)
i 1<90°

Pembagian dengan | merupakan rotasi sebesar 90dengan arah
sama dengan arah jarum jam

Pangkat dan akar
z" = [|:| <8) = |:‘" <(n@)

1 1
zn =[|z| <@)" = z% < [EH
n

Catatan :

[2w]= =] v

|z +w| #|z| +|w]

Komplek konjugate dari z, + z, adalah z =z, + z,

BN

Contoh soal bilangan komplek:
Jadikanlah bentuk polar (z=r<#)
2+i
7=
3+4i

1.
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Transformasi Laplace

Jawab:

L 2+i 240 3-4i (2+i)(3—40)

C3+4i 3+4i 3-4  (9-16/
6 8i+3i—4i°
9416
_6-5i+4 10-5i
25 25

1

X

@ = arc tan Y arc tan TS =arc tan [—%] = —26,565"°
5

_2* L 96 5650

3+4i 45

z=(8,66—i5)

Jawab:

z=(8.66—i5)

i

= J(S.ﬁﬁ)] +(=5)" =4/74,9956 +25 = 10

f = arc tan = =30

El

8,60 —i5=10<-30°

s

z=(8.66 —i5) =(10<-30°)" =1000 < -90°
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1
3. z=(2,12-i2,12)2
Jawab:

1
z=(2,12-i2.12)2
r=\/(2,12)2 +(-2,12)" =31 z=(3<-45)2 =3<-22,5

-2.12
@ = arctan ’ = —45°
2.12

4. z=—1-i
Jawab:

r=-\f(—l)2 + (1) =2 }tz=42<45°

z=(1+i)’

r=AP+12 =42 z=(1+i) =(J§<45°)2 =2<90°

|
& = arctan [Ij =45

6. Z=2+r’

3—i

Jawab:

o240 2+ 340 (2+0)(3+i) 6+2i+3i-1

T 3—i 3—i 3+i 32 4+ 10
5+5i 1 1,

= =—+—i
10 2 2
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Transformasi Laplace

NS5 43i A543 1+i A5 +iN5+3i-3

1—i l—i 1+i 1+1
—3+\/§+(3+\/§)£ _3+J§ .3+J§
- > T T
_ 3145) (3+45) 1 2 2
, J[ 2 J[ 2 JZE\/(_3+\/§)+(3+45)
-1
2
3+J§
£ =arctan 2 = arc tan 3+\E
—3+J§ —3+«/§
\ 2
= arc tan 5,236 J=—81,69°
L 0,768
:=‘jl§+‘3"=%ﬁ<—m,ﬁ9°
— 1
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Keterangan

(—3+\/§)(—3+v”§)=9—3v@—3v@+5=9—6\/§+5
(3+\/§)(3+\/§)=9+3\/§+3\/§+5=9+6\/§+5

-

1 -

Z

-4

Z

£
I

-4
3

b
I

Jadikan bentuk persegi panjang (z = x+ .{}r)

1.

88

z=T(cos110°—isin110°)
Jawab:
z =7 (cosl10°—=isinl10°)

=T7cosl10°=i7sinl10°
=-2.394 —{6,578

z=2e *

Jawab:

:\/E[m[-gjmm[-gn
Atau —s :ﬁ[cm[%)—fsin[%]]

o640
—1—i

T .. T
z=2(cos—+isin—
6 6




Transformasi Laplace

4. Z=\!!§ET
Jawab:
z =\Ee? =ﬁ[cns£+isin£]
4 4
=ﬁ[lﬁ+flﬁ]=1+f
2 2
3z .. 3x
5. Z=C0Ss—+ism—
6. =5(c05[]+isin[])
7. =5(00520 + 181N 2[]0)
8. z=2[ Dq—+:q1n—]
9. = [ m——: qmz—zj
3
10. =z=cosm—ising
Keterangan:
Tabel 4.1
Harga-harga sinus, kosinus dan tangen
0° 30° 45° 60° 90° | 180° | 270° | 360°
| 1 1
sin| 0| = 2 | =B 1o 1] o0
2 2 ZJ_
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0° 30° 45¢° 60° 90° | 180° | 270° | 360°
1 1 |
1 —4/3 —A/2 — 0 -1 0 1
COs 2“4/_ 2\/_ 5
1
tan | 0| 343 1 B 1Pl ol] «1|o
y
s
N ™ y=coswt y=sin t
\‘\ A /
3 >t
Zz "\\

Gambar 4. 2 Grafik sinus dan kosinus

4.2 Transformasi Laplace (Laplace transformations)

Salah satu metode wuntuk menyelesaikan persamaan
diferensial adalah dengan transformasi Laplace, dari sumber
referensi (Prayudi, 2006) & (Kreyzic, 2011)

Adapun step-step dalam metode transformasi Laplace adalah
Problem f(t) di ruang t — transformasi Laplace — persamaan F(s)
di ruang s 4 Solusi f(t) di ruang t « invers transformasi Laplace «
pers. diselesaikan F(s) di ruang s

Transformasi Laplace

i

LIf()]=F(s)=]| f(r)edr (4.1)

1]
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Transformasi Laplace

f(t) adalah problem, suatu persamaan fungsi waktu, sedemikian
hingga f(t) = 0, untuk t < O,

sedangkan s adalah variable komplek dan £ adalah operator
transformasi Laplace.

x_,f'(r)e‘” dt adalah integral Laplace
L]

Invers Transformasi Laplace:

LF(s)]=7 (1)

f(t) adalah solusi dalam ruang t. Invers transformasi Laplace dilihat
di tabel transformasi Laplace

Theorema diferensiasi :

turunan!| L %f (r)} = ﬁ[_f'(r)} =sF(s)-f(0)

turunanll £ %f (r)} =£[_}m(r)] =s>F(s)=sf(0)-f"(0)

dst.

£ (0) adalah nilai awal dari f(¢), yaitupada t=0
f'(0) adalah nilai awal dari f'(¢), yaitu padat=0

Theorema integrasi :

dimana F(s)=£[f(r)] dan 7' (0)=] f(¢)dt padat=0
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Theorema residu:

F(¢)=B(S)= i B S
A(s) s+p stp, T s+p,

a {(s +;;k)3(‘*)]

A(S)

k=12,...n
Theorema pergeseran s (s shifting):
Untuk
ﬁ[_;‘(r)] =F(s)= j”e_” S (t)dt
dan untuk

X a0

e f (1) at =j e (e f(1))de =L e 1 (1)]

0

F(s—a)zj

0

sehingga
: s —a
kalau  L[cos mt]=— maka  L[e" coswi]= —
5T+ (s—a) +w
kalau L[sinwt]=———— maka L[e" sinwt]= ——
5 4w (s—a)' + @

Sifat kelinearan
Bila f(t) dan g(t) mempunyai transformasi Laplace yaitu

L[ f(1)]=F(s) dan L[ g()]=G(s)

Untuk sembarang konstanta dan, berlaku :

E[c]f{r) +c3g(r)] =c]£[.f'(r)] +{:3£[g (r)]
= F(s)+¢,G(s)

maka berlaku juga untuk invers

C' [C]F(S‘)-I- CEG(S)] =c L [F(v)] +c, L7 [G(s‘)]
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= f(t)+eg(1)
Contoh 1:
Fungsi step (step function)
Diketahui fungsi f(t) = 1, ketikat 2 0
Fungsi ditransformasi Laplace

Ll r(e)] =F(s)
|

= ﬁ[l] = J-:e'” ddt=——e¢™"

¥

)

0

Contoh 2:

Fungsi eksponensial (exponential function)

Diketahui fungsi f(¢)=e" ketika =0 dan a adalah konstanta
Fungsi ditransformasi Laplace

LIS (1) =F[.¢)=£[e‘”]

=j 'Ez.rr e dt =I 'Er{a—.s}dr
]

0

— Ixe—f{s—a}dr - 1 E—f{.&—a} o0
0 5—a 0
1 w 0 1
- e —g =
§— ( ) §—
Contoh 3:
Fungsi hiperbolik (hyperbolicus function)
Diketahui

CDShﬂ.“=l(€m +e )=le‘" +le_‘"
2 2 2
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sinh at = l(e‘” —e ™ )=le‘" — le_‘”
2 2

2

Dapatkan transformasi Laplace, jika diketahui sifat-sifat kelinearan

E[q{'[r)Jr bg{r)] =a£[.f'(r)] + bﬁ[g{r)]

Tabel Transformasi Laplace
Dari data-data di atas akhirnya akan didapatkan table transformasi
Laplace lihat tabel 4.2 transformasi Laplace dibawah

Contoh soal dan soal yang menggunakan table Transformasi Laplace
Dapatkan Transformasi Laplace dari fungsi berikut
1. f(t)=2r +3cos2
2. f(t)=4" -3sin2s
Jawab
E[.f(!)] = £[2r3 +3cos 2."] = E[ng] +3L[cos 2]

=243 _
g sS+4 s 244

_35+ 1257 +48
s (SE +4)

L[ f(1)] =£] 47 ~3sin2e [=4L[ * | -3L[sin 2]

3! s 12 3s
. T -

:4i—3 jz zzzjr&f—ﬁf
5 5T+ 4 5 (S_ +4)

3. f(t)=sin3t+2¢"
Jawab:
ﬁ{ sin 3¢ +2e3’} = £{5in 3:‘} +2£{93’}

3 2 25> +35+9

sT+9 53 (53 + 9)(5_3)
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Transformasi Laplace

_}"(:‘)=3 cos 3t — 4sin 3¢
Jawab:
.C{SCDSSI — 45in 3:‘} = 3£{0053r} —4r {sin 3:‘}

_3 s 4 3 _33—12

E b A
§°4+9 s +9 s 49

Dapatkan Invers Transformasi Laplace

3 4
Fls)= -
(T) §—2 §+3
45 3
Fls)= +
() s2+9 s5-2
Jawab
3 4
L F(s)] =" -
[ (v)] L—Z .'i‘+3:|
el el
§—=2 §+3
=3e¥ —4e™
45 3
L F(s)] =27 |
I: ( )] |:S3 +0 .T—2:|
=4£1{j1 }+3£[ ! }
5 +9 §—2
=4cos 3t + 3¢
35 =137
Ll flt)]|=
["f( )] 52 + 25+ 401
Jawab:

0 =E]{3(s+1)—140}

(s+1)° +400
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_3r (S+l) e 20
(s+1) +20° (s+1)" +20°

f(t) =e [3 cos(ZDf}—?sin(ZDr)]

3542

8. F(s) S

Jawab:

_,f'(r)=£f]{3f+2}=3£7]{ s }w]{ 2 }
5+ 4 5+ 4 s+ 4

f (r) =3cos 2t + sin 2t

Teorema diferensiasi transformasi Laplace (Review):
E[x(r)] =X (s)
E[X'[r)] =sX(s)-x(0)
E[X"(I)] =5 X (s)-sx(0)-x'(0)

1.  Dapatkan solusi y(t) dari persamaan diferensial
v oy d’y . dy
Vv'+4y' +4y=¢"" dimana y'= ;1’ dan y =Y
di; dt

Dengan keadaan awal y(0)=0,"(0)=4

Jawab:
Transformasi Laplace dari persamaan

Y'(t)+4y (1) +4p(t)=e™
adalah:

ﬁ[y"('r) +4,V'(f) +4y(r)] - L'|:e—3; }
ﬁ[y«(r)l +4L[y (;)]+4£[y(;)]= ﬁ[e-z,]
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Transformasi Laplace

[33}’[S)—Sy([])—y'[[])]+ 4[5}’(3)—}’([])] +4}’(S)=
Dari syarat batas:

y(0)=0dan y'(0)=0
Persamaan mejadi:

s+2

5 |

s°Y (. 45Y (. 4Y (s) = 4
g [‘i‘)—l— g ("'-‘)—l' (?) .~:+2+
st +4s+4)Y(s)= 4

(s~ +45+4) [v) s+2+
s+2)7 Y (s)= 4

(s +2) (?) .¢+2+

1 4

¥ (.‘i‘ = -~ + .
(s+2) (s+2)

Kemudian solusi dicari dengan menggunakan invers
transformasi Laplace:

c [y (s)]= (1)

Lo 4
=L _ -
»(0) (s+2) ’ (s +2)

1 l 1 4
w)=£ {(&‘+2)3:|+£_ |i(5‘+2)2:|

Tabel transformasi Laplace yang dipakai adalah:

_ k!
the ™ k>-1 — T
(s+a)

Maka solusi akhir didapatkan:
yv(t)=1rre™ +dte™
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2.  Dapatkan solusi x(t) dari persamaan diferensial
x"+4x"+40x =0 dimana x"=d_f dan J4c'=E
dt” dt

Dengan keadaan awal x(0)=3,x"(0)=0.
Jawab:
Fungsi di transformasi Laplace
L[ x"(t)+4x" (1) +40x(¢)]=0
$7X ()= sx(0) = x"(0)+4[ sX(s) - x(0) |+ 40X (5)=0
Dari syarat batas:
x(0)=3dan x'(0)=0
Persamaan mejadi:
sTX(8)=3s + 45X (s)-43+40X (s)=0

(57 +45+40) X (5)=3s +12=3(s + 4)

X(s)

3(.@ +4) B 6+3(s+2)
T 2 +4s +4u_(,;+2)3 g2

3s+2
- 63 + (T-:)

(s+2)" +6> (s+2) +6°

Invers Transformasi Laplace

x(.’) =¢ ' sin 6t + 3¢ " cos 61

x(.’) = {sin 6t + 3cos 6!}
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3.  Dapatkan solusi x(t) dari persamaan diferensial
).

) =X fﬁ

x"+3x"+2x=0 dimana x" = d — dan x'=—

dt” dt

Dengan keadaan awal
x(0)=a,x'(0)=bh; a dan b konstan

Jawab:

Fungsi di transformasi Laplace

ﬁ[x" +3x" + 2x] =0

s*X (s)=sx(0)=x"(0)+3 |:S‘X (s)- .‘C(U)] +2X (s)=0

Dari syarat batas:

x(0)=adanx'(0)=bh

Persamaan menjadi:

s*X(s)—as—b+ 3[.?){ (s)- a] +2X(s)=0

[33 + 35 + 2])((5)— (as + b + 3a)= 0
[33 + 35 + 2])((5): (as + b+ 3{1)

_as+b+3a as+ b+ 3a

X(s)= =
)= e e +2)

Untuk mendapatkan akar — akarnya maka persamaan

difaktorisasi dengan mempergunakan teorema residu
s+b+3 A A,
X (?) _ s o _ 1 + 3
(.'r+l)(.v+2) s+1 s+2

Theorema Residu (Review)

F(s)= B(s): . SR
U A(s) s+B s+P T s+P,
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k=12,...n
Kemudian harga-harga A, dan A, dihitung

as +b+3a as+b+3a
AZ A 1 -
! {(”)(Hl)(ﬁz)} { 512 L

A1=_a+b+3a—2a+h

—1+42
as+ b+ 3a as +b+3a
A, = (s+2 = —
2 [(” )(Hl)(ﬁz)}_ [ s+ 1 La
A]=_2a+b+3a=—[a+b)
=2+1

Persamaan diatas mejadi:

as +b+3a 2a+b a+b
XI. f— f— —
(q) (S+l)(.’i‘+2) s+l s+2

Dari tabel transformasi Laplace

fo L [f®)=F6)
1

§—d

eat

Maka invers transformasi Laplace dari persamaan diatas adalah

2a+b a+b
0 e fx)-e-22]

_ 2a+b W ~a+b
s +1 s+ 2
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=Qa+bﬂﬁ{ﬁil]{a+bﬂﬂ{gi2}

K1) =(2a+b)e” —(a+b)e™

Tabel 4.2
Tabel Transformasi Laplace
F(s)=L(F(t)) F(t)
1 1/s 1
2 1/s? t
3 15" (n=1,2,...) t/(n-1)!
4 1/s INET
5 1/5%7 2/t 7
6 157 (a>0) t*/t(a)
7 : et
§—d
|
- at
8 (s—a) !
| 1
=12, 1 pat
J (s—a) (m ) (n—1)! re
10 L (k>0) L e
(s —a) (k)
11 l (a#b) ——
(x—a)(x—b) a-b
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F(s)=L(F(r)) F(t)
12 1 (ﬂ ;Eb) l (ae™ — be™)
(x—a)(x-b) a-b
| .
13 . . —sin @t
57+ w° @
14 - i - cos ot
5T+ W
1 1 .
15 . —sinh at
§T—a a
16 S : > cosh at
5T —a
1 1
17 T, —e" sin wt
(s—a) +e )
s—a
18 2 ¢"" cos wt
(s—a) +w
|
19 — L_J(l—cos wt)
S(s° +w) "
20 ! (@t —si
26 o) p @t —sin @t )
| )
21 — ——(sinwt — wt cos wt)
(s +@ ) 207
8 ro.
27 3 P— —sin @l
(57 +w ) @t
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F(1)
23 - il — — (sin @t — wt cos wt )
(8" +@ ) 2w
§
2. 2.2 2 1
24 (s”+a” )s™ +b) — (cus at —cos bt)
2 2 b™ —a”
(.:z‘ # b )
1 | i
25 - ——(sin At cos kt — cos kt sinh k)
5" +4k 4k’
5 1 . )
26 R EE— ——sin ki sinh kt
st 4kt 2k*
27 ! L (sinhkt — sin k)
st — a4k’ 2% ‘
28 _ l (cosh kt — cokt)
st — a4k 2k
1 bt at
29 \:”S—a—«fs—b p (E ¢ )
pAYE 4
br
30 : @2 (a—b
Ns—a—~ls—b e [T’]
1
31 — J, (at)
s +a°
32 — L o (1+ 2at)
(S' . {,1)3':2 ‘Jf;
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F(s)=L(F(1)) F(t)
s \/;; h=1/2
—— (k>0 S Ik
33 (.‘.‘1 — );‘ ( ) r(ﬁ.)[lﬂ'] —1 /e
34 g €l u(t—a)
35 e 5(t-a)
36 Lews Jo( 2k )
5
37 L gt Lr:'r:;i s 2kt
Js Tt
i
- w,-sz_
38 KL e J_A
39 e (k>0 S
EJE:"
40 lfns ~Int-y (y=0,57772)
s
§—d 1 hi at
41 n— ?(e —¢")
5 +W 2
42 In—— = (1 - cos wt)
8 I
i 2
43 In— —(1—-coshat)
8 i
44 arctanZ l(sin wt)
5 I
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F(s)=L(F(t)) F(t)

45 —arccot s Si(t)
5

Contoh-contoh soal:

Soal no 1 Referensi (Kreyzic, 2011) halaman 133 Rangkaian Listrik
Dapatkan arus i, dan i, pada gambar di bawah misalkan semua
arus dan muatan adalah O, untukt =0

L=1henry C=0.25farad
11

Switch l[r'? m r’? . a

t=0

E=12 volt — (ﬁ) ,&

R,=6 ohm
Garnbar 4. 3 Rangkaian listrik R, L, dan C

Jawab:
Penurunan model matematika sistem:

Untuk rangkaian 1 yang sebelah kiri dimana tegangan yang
melewati induktor adalah:

V, = i

dt
i, +4i, —4i, =12=0
i, +4i, — 4, =12
ﬁm‘, —4i, =12
dt -
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Untuk rangkaian 2 yang sebelah kanan dimana tegangan yang
melewati kapasitor adalah

chlf!gdr
C

6i, +4i, —4i, +4[idt =0
10i, —4i, +4]i,dt =0
Dideferensiasi terhadap t

10", —4i/ + 4i, =0

di, 4 diy
dt dt

10

+4i, =0

Maka model matematika rangkaian 1 dan 2 adalah:

di, .

—r A —4 =12 (r=0)=0
di, di

1022450140, =0 iy (1=0)=0
dt dt ) .

Ditransformasi Laplace

L[%}u[r, |-4L[i,]=L[12]
| 10,{,[%}—41{%}%[&]4[0]

t t

$1,(s) =i, (0)+41, () ~41, (s) =2

E A}

10(s 7, (s) =i, (0))=4(s7,(s) =i, (0)) + 41, (s) =0

Kondisi awal dimasukkan ke persamaan-persamaan diatas
12

()54 4) 41 (5) =2

(—4s)1,(s)+(10s +4)1, (s)=0
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Untuk mendapatkan harga-harga /, dan [/, digunakan aturan
Cramer:

2y
s 12
L (s) 0 10s+4 —(10s +4)
Ky = =
] s+4  —4 | (s+4)(10s+4)-16s
—4s 10s+4
120s + 48

s((s +4)(10s +4) - 16s)

s+4 E
s 12
L (s) 45 0 s .=
5] = =
: s+4 4 | (s+4)(10s+4)-16s
-4s  10s+4
48

(s+4)(10s +4)—16s)

Perhitungan arus pada rangkaian 1 atau /,

] (?)= 1205 + 48 _ 1205 + 48
T s((s+4)(10s+4) —165)  s(s+2)(10s+8)
120s + 4% A B c
= + + 2
lU.‘i‘(.‘i‘-I—E)[S‘ +i] W0s s+2 (&
10 10
Diselesaikan dengan teorema reduksi
4 =10s 12057 + 48 . _ lZU‘U+4E; ~30
10s(s+2) s +— 0+2)] 0+—
5 (5 + ){~r+m]r{J (0+ )[ +IU]
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1205 + 48 120 .—2 +48
B =(s+2) o 2 = i 2
10s (s +2) s +— 10.-2] -2 +—
10)]_, 10
-192
:—:—8
24
8
120 .— — +48
8 120s + 48
¢ {HEJ q 8 B 8 mx
IUS(S+2) §+— - -
10)| s 1ol 10
10
-48
= :5
24-9.6
1205 + 48 30 -8 5
his) = — 8) 105 st2 8
lUS(SJrE) s+ — § 8% s+ —
10 10
_3_ 8.5
s s+2 4
5+ —
5

Kemudian fungsi diatas di invers transformasi Laplace
L(r) =c'[1(s)]

ol = B

s s+2 g+%
5

Arus pada rangkaian 1 adalah

4

i (t)=3-8e +5¢ 5
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Perhitungan arus pada rangkaian 2 atau /,

L(s) = 48 _ 48
N (s +4) (105 +4)— 165 (s+2)(10s+8)

o

- 4
s+2) s+—
(s+ )[?+5]
48 4 B
(.’i+2){5‘+i] (s +2) [:-H—i]
5 3
Diselesaikan dengan teorema reduksi
4.8 A B
I (s)= ’ =
(S+2){s+ﬂ] (s+2) [S‘+%]
A=(sr2)— 4 245?13:_
(.\H—Z)[s +—] =75
3 g==2
B:[Hj] 4,8 : __48 _,
. (.‘i‘+2)[.‘i‘+—] -——+2
5) 4 5
s
I, (s) = 4,8 _ 4 4

Kemudian fungsi diatas di invers transformasi Laplace

b (1) ="' 1 (s)]
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Arus pada rangkaian 2 adalah
4
b (£)=—4e™ +4e 5
atau
iy (1) =—4e™ + 4"

Contoh soal ke 2 dari referensi (Kreyzic, 2011) halaman 242
Tangki 7, awalnya berisi 100 galon air murni. Tangki 7, awalnya
berisi 100 galon air dimana terlarut 150 Ib garam. Aliran masuk
ke 7, adalah 2 gal/min dari 7, dan 6 gal/min berisi 6 Ib garam dari
luar.

Aliran masuk 7, adalah 8 gal/min dari 7;. Aliran keluar 7, adalah
2 + 6 = 8gal/min, terlihat seperti gambar. Cairan diaduk sampai

homogen. Hitung dan gambarkan grafik jumlah garam y, dan »,
pada T, dan T,

& gal/min
2 gallmin [
e w—
T 8 gal/min T,
—

6 gal/min
Gambar 4.4 Percampuran fluida
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Jawab:
Penurunan model matematika

Perubahan/laju aliran garam terhadap waktu = aliran garam masuk
tiap menit aliran garam keluar tiap menit

) __i _I_i +6
M lUUy] lUUyJ
_ 8 8
_ 27 007 T100 2

Atau:
¥, +0,08y, —0,02y, =6

v, —0,08y, +0,08y, =0

Dengan kondisi awal
N (U) =0
¥ (0)=1501b

Kemudian kedua persamaan diatas di transforasi Laplace
ST, ()~ 1 (0) 40,08 (5) 0,021, (5)=
o7, (5)- 34 (0) 0,08, (5) - 0,087, (5) =0
Kondisi awal dimasukkan maka persamaan menjadi:
o1 () +0.08% (5) 0,021, (5)=
sY; (5)—150-0,08Y, (5) + 0,08, (l'cj:U
| (—U,US—.s:)l«j.s:+U,Uz:rg(.s:):—E

&
0,08Y; (s)+(-0,08—-5)¥, (5)=-150
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Untuk menyelesaikan 2 persamaan diatas untuk mendapatkan
Y, (s) dan Y, (s) dipergunakan atran Cramer.
Perhitungan untuk aliran garam pada tangki 1 atau ¥, (s) adalah:

—E 0,02
5
-150 -0,08-s
h(s) =108
0,08—s5 0,02
0.08  -0,08—s
820,08~ )~ (0,02)(~150)
_ s
(~0,08—5)(~0.08—5)— 0,08 .0,02
0,48
N(s) - :

ULUUﬁ4-+U,USS+—U,Uﬁsﬁ—sz)—U,UUlﬁ

0,48 +9s
s(U,UUﬁ4-+[Llﬁs-+sE}——U,UUlﬁ)

95 + 0,48
50+ 0,165 + 0,0064s —0,0016s
9s + 0,48
s° +0,165> +0,0048s
9s + 0,48

s@3+mms+mmmﬂ

Untuk faktorisasi persamaan s* +0,16s +0,0048 digunakan rumus:

b+ b —dac  —0,16+4J0,16* - 4.1.0,0048
- 2a - 2
=—0,0480,5 .0,08 =—0,08+0,04

S] 2
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s— =0,04
5 — =012

9s + 0,48
Y (s s +0,

" s(s+0,12)(s+0,04)

Untuk menyelesaikan persamaan dipergunakan teorema reduksi

95+ 0,48 A B C
Y (s)= =_+ +
S(S+[],12)+(S+U,U4) s s+0,12 s+0,04
. 95+0,48 | 9.0+0,48
s(s+0,12)(s+0,04)  (0+0,12)(0+0,04)
_ 048 o
0,0048
9s +0,48
B =(s+0,12 i
(s, )S(.~:+U,l2)(s+U,U4)‘__”]ﬁ
9(-0,12)+0,48 0,6

- = =-62,5
0,12 .(-0,12+0,04)  0,0096

9s +0,48 |
s(s+0,12) (s +0,04),

C  =(s+0,04)

s=—0,04
_9(-0,04)+0,48 _0.36+0,48 .
-0,04 .(-0,04+0,12)  0,0032 ’
Maka
95 +0,48 100 62,5 37,5
Y (s) =

US4+ 012)+(5+0,04) s 5+0,12 s+0,04

Dihitung invers transformasi Laplace
v, (£)=100-62,5¢""" —37,5¢*
Maka didapatkan persamaan aliran garam pada tangki 1
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Perhitungan untuk aliran garam pada tangki 2 atau Y, (s) adalah:

0,08 — s 0

5
0,08  —150

T ]-0,08-s 0,02
0,08 -0,08-s

Y, (s)

(~0,08 - 5)(~150)+2 0,08
&

(~0.08 - 5)(~0.08 —5) — 0,02 .0,08

12+15[J:.*+U”48 {U‘dgﬂ)]
5 5

(ULUUM +0,165+ 5 )—u,uma

125 +150s° +0.48
57 40,168 + 0,0048s

1505 +12s + 0,48
s(s+0,12)(s +0,04)

Diselesaikan dengan teorema reduksi

4 150s°+125+0,48 | 150 .0+12.0+0,48
“s(s+0,12)(s+0,04)| 0,12.0,04
0,48
0,0048
B =(s+0.12) 1505% +125+0,48 |

s(s+0,12)(s +0,04)

#=-0,12

2

150 .(-0,12)" +12 .(-0,12) +0,48
- 0,12 .(=0,12 + 0,04)
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2,16-1,44+0,48 1.2

0,0014 +(—0,0048) 0,0096
1505% +125+0,48 |
C =(s+0,04 ‘
(0, ).s'(.s'+[],12)(s+[l,[]4) i

_150(~0,04)" +12(~0,04) +0,48
© —0,04.(-0,04+0,12)
0,24-0,48+ 048

=75
0,0032
Jadi ,
150s° + 125 + 0,48 100 125 75
}fj (5‘): — + =
S(.‘i‘+ﬂ..12)(S+U..U4) s s+012 s+0.04

Invers Transformasi Laplace
ys (£)=100-125¢""* —75¢

Maka didapatkan persamaan aliran garam pada tangki 2
Grafik dari persamaan aliran garam pada tangki 1 dan 2 adalah

y(t)
150
+— Garam terlarut pada T,
100
50 Garam terlarut pada T,

1 ] 1 1
50 100 150 200 t
Gambar 4.5 Intepretasi solusi larutan garam
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Contoh soal ke 2 darireferensi (Kreyzic, 2011) halaman 245 tentang
aplikasi bidang mekanik

5_- k
0ﬁ5m1=1
y, §

__g. k
0ﬁ2m2=1
Y, %k

Gambar 4.6 Sistern pegas dan bola besi

Sistern mekanik pada gambar diatas terdiri dari 2 benda yang
masanya 1 pada 3 pegas yang sama konstanta pegasnya k dan
masa dari pegas diabaikan. Juga redaman diasumsikan nol. Maka
model dari sistem fisis adalah dari sistem persamaan diferensial
biasa

n=—kn+k(y,-»)
¥, = k(3= n) -

Disini y, dan y, adalah perpindahan benda dari posisinya
pada keseimbangan statis.
Persamaan diferensial dari sistem ini diturunkan dari hukum
kedua Newton, masa dikalikan percepatan = gaya
> F =ma
Dengan perpindahan gaya dengan arah ke bawah positif dan
ke atas negatif. Pada benda yang diatas —ky, adalah dari pegas atas
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dan k(y, —y,) dan pegas yang di tengah, y, —y, adalah selisih
panjang pegas. Pada benda yang bawah, —k(y, —y,) adalah gaya
karena pegas di tengah dan —kv, adalah karena pegas bawah.
Kondisi awal

0y (0)=l, Vs (0)=1

7 (0)=~3k, v, (0)=—3k
Misalkan Y, (.v:):fl(y] (r)) dan Y, (S):E(.Vg (;))

Transformasi Laplace dari model matematika
(7, () =, (0) ', (0)=—K¥; () + k(¥: (5)~ ¥, (5))
27, () = 9 (0) = 3, (0) = k¥, ()~ % (5) k7, (s)
Kemudian kondisi awal di substitusikan hasilnya
\Ebﬂ. (s) + k[ % (s) - % (s)]
|27, ()~ 5 + VB = k[ s (5) - ¥ (5)] - K (s)
(5% +2k) % (s) — k¥, (5) =5 +3k
K (5) +(s7 +2K) Y, (s) =5 -3k

FSEY] ('i‘) -5 -

Eliminasi ¥ (s) dengan aturan Cramer

s +«J'§ —k
¥ (s)= P2 V3% s3+2k=(~*+@)(S3+2{)+k(ﬁ—ﬁ)
st 2k —k (33 + 2 )‘ e
kst +2k
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Pembilang:

(S‘ +Jﬁ)(sj +2k)+k(s—ﬁ)
s° + 2ks + \/i's: + Ekﬂ + ks — k&
5 + \/ﬂsg + 3ks + k@

s+ S‘jﬁ + 3ks +J3_k5

Penyebut:
(s> +2k) — Ik
(s* + 2;«)(33 +2k) -k’

st 2ks? + 2ks? + 4k - k?
st + dks® + 3k
(s> +k)(s* +3k)

Maka persamaan menjadi:

[S-i—ﬂ)(ﬁj +2k)+k[s—ﬁ)

(s + 2k) - &2

- 5% + 573k + 3ks + 3k

(52 +k)(s* +3k)

Kemudian difaktorisasi

v (s) = s +5°V3k +3ks 352 _As+B Cs+D
H (s> + k(s> +3k) sS4k s 43k

(As + B)(ﬁu3 + 3};) +(Cs + ,‘I,‘-')(ﬁ.'2 + k)
(s +A')(.s'3 +3k)
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s* + 523k + 3ks +3k
(s* + k)™ +3k)

(‘4.:.'3 + Bs® +34ks + 3Bk ) + (C.5'3 + Ds* + Cks + Dk)
(s> + k) (57 + 3k)

Kesamaan koefisien
7 31l=A4+C
s> >\3k=B+D
s >3k =34k+Ck —>3=34+C
s' —A/3k"" =3Bk + Dk
A+C=1 3=34+C
34+C=3 3I=3.1+C—>C=0

24--2

Maka: 4=1
B+D=+3k
3B+ D =3k

2B=0->B=0

D=3k

A=1 C=04=1 C=0

B=0 D=+3k

Sehingga didapat:
Y][S):A.?+B+L;S+D: 15 N ?fﬂ
s +k  sT+3k s +k s +3k
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Invers transformasi Laplace
s A3k
v (0)=LY (s)]=L P T
sT+k st +3k

S (.‘)=cm\/ﬁ\7’! + sinJ3kt

Eliminasi ¥, (s) dengan aturan Cramer
s +2k s+ ﬂ

P e G e ) A CRRED
s+ 2k —k (33 +2k)_ e
k5T +2k
Pembilang:

(33 +20)(s — 3k ) k(s +\3k)

s — ﬁsz + 2ks — Zkv’rﬂ + ks + k@
5 - \/?Tk:-:j + 3ks — kﬁ

Untuk penyebut sama dengan diatas
Pesamaan diatas menjadi:

(f + 2k)(s =3k ) + k(s ++[3k)
(s +2k) -2

B 5 - ﬁs: + 3ks — kﬁ

(s* +k)s* +3k)

Y,(s) =

Kemudian difaktorisasi

B 5 —\:’37(33 + 3ks —kﬁ Es+F . Gs+ H
(s* + k)(s* +3k) s+ ko 5743k

¥, (s)
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5 - ﬁs: + 3ks — k\x""j—k
(s* + k)™ +3k)
(ES + F)(:rj + 3;%) +(Gs + h")(.«rj + k)
(s + k)(s* +3k)

Es® + Fs® +3Eks + 3Fk + Gs® + Hs> + Gks + Hk
(s* +k)(s” +3k)

Kesamaan koefisien
s >1=E+G
s> —3k=F+H
§ 23k =3Ek+Gk—>3=3E+G
s > —k\3k =3FK + Hk=—3k =3F + H

1=E+G
3=3E+G
-2=-2E

— maka E=1

l1=E+G maka G=0

Bk=F+H

~3k=3F+H
0=-2F

maka F=0

—Bk=3F+H

H =3k

Es+ F Gs+H 5 ~ 3k
},]P (5‘): . + - = . T TS
(57 + k) (,r + 3;;) s~ +k s 43k

fl(*‘)=f][11(s)}=c[ ; «/ﬂ]

S+ ko st 43k

vy () = coshkt — sin~/3kt
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RANGKUMAN

Beberapa theorema Transformasi Laplace :
1. Theorema Diferensiasi

2. Theorema Residu

3. Theorema Pergeseran s

4. Sifat kelinearan

Aplikasi Tabel Transformasi Laplace untuk penyelesaiaan sistem
Rangkaian Listrik R,L, danC

UJI CAPAIAN PEMBELAJARAN
Kerjakan soal dibawah dengan menggunakan tabel

Transformasi Laplace
1. Dapatkan Transformasi Laplace dari fungsi berikut

o f(t)=3t+12

e f(t) = cos (nt)

e f(t) =sin(wt+ 0)

o f(t)=te™™

o f(t) = 0.5 sin (2nt)
2. Dapatkan Invers Transformasi Laplace

-l
gt
" F(s):%
. F(s)- k, +((:++2.:1)3+k]

122




Transformasi Laplace

Soal dari referensi (Kreyzic, 2011) halaman 130

Masalah percampuran fluida yang terdiri dari tangki tunggal
sudah dimodelkan dengan satu ODE orde 1. Tangki T, dan T,
pada gambar dibawah berisi masing-masing 100 galon air. Pada
T, air murni, sedangkan 150 |b pupuk dilarutkan pada 7, . Dengan
mensirkulasikan cairan dengan 2 galon/ menit, dan diaduk supaya
campuran homogen.

wmnglah dengan menggunakan transformasi  Laplace

jumlah pupuk ¥, (1) dalam 7, dan ¥, (¢) dalam T,

Y 2gamin K B>
.‘_
[F 2 gal/min T,
—
' e

Sistem Tangki
Gambar 4.7 Larutan pupuk pada tangki

Penurunan model matematis sistem:
Pada tangki 7; laju perubahan jumlah pupuk tiap waktu Y, (1)
sama dengan aliran masuk dikurang aliran keluar. Demikian juga
untuk tangki 2
Y' (¢) = Aliran masuk tiap menit — aliran keluar tiap menit
Ay Ay
100 100

Y, (1) = Aliran masuk tiap menit — aliran keluar tiap menit

2 y 2

T100 100

2

143




MATEMATIKA TERNIK

(¥, (1)=-0,02, (1) +0,02Y, (1)

Y, (1)= 0,02, (1) -0,02Y, (¢)

[ ¥ (1) +0,027, (1)—0,02¥, (1) =0

Y, (1)- 0,02Y, (£)+0,02Y, (t)=0

Keadaan awal ¥ (r=0)=0 Y, (t=0)=150/b
Persamaan diatas adalah model matematika sistem, kemudian
kerjakan dengan menggunakan transformasi Laplace sehingga
mendapatm solusi:

Y, =75-75¢"*

Y, =75+ 75"

Dan grafik:

y(t)
150

100
75
50

0 ] I L
0 275 50 100 ¢

Gambar 4. 8 Intepretasi solusi larutan pupuk
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Transformasi Laplace

BAHAN DISKUSI:
Kerjakan soal sistern massa, pegas teredam yang sudah dikerjakan

secara analitis sebelum- nya dengan cara Transformasi Laplace.

Apakah hasilnya sama ?
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BAB 5
ANALISA TESTING SUMUR
(WELL TESTING ANALYST)

Staﬁlar Kompetensi

1. Mampu menerapkan limu dasar, komunikasi dan pendukung ilmu
perminyakan dan atau panas bumi (CPP 1)

2. Mampu menerapkan pemikiran Logis, Kritis, Sistematis, dan inovatif

dalam konteks pengembangan atau implementasi ilmu pengeta-

huan teknologi Perminyakan dan atau panas bumi (CPKU 1)

Kompetensi Dasar

Mampu memahami tentang sistem, merumuskan model matematika
dan mencari solusi sistem yang berhubungan dengan Teknik Permin-
yakan dan Panas bumi (CPP1)

Indikator

1. Mahasiswa mengetahui bermacam-macam fluida reservoir

2. Mahasiswa mengetahui bermacam-macam aliran fluida reservoir

3. Mahasiswa mengetahui bermacam-macam geometri reservoir

4. Mahasiswa mengetahui jumlah fluida yang mengalir dalam reservoir

Deskripsi:

Pada bab ini dimulai pembelajaran ke arah aplikasi Teknik
Perminyakan, dengan mempelajari tentang fluida, aliran,
geometri dan jumlah aliran dalam reservoir. Dan mempelajari
satuan yang berhubungan dengan bab ini sumber referensi
(Ahmed, 2011) dan (Ahmed & Meehan, 2012)
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5.1 Sifat Reservoir Primer (Primary Reservoir Characteristic)

. Macam fluida reservoir

. Macam aliran fluida reservoir

. Geometn reservoir

. Jumlah fluida yang mengalir dalam reservoir

5.1.1 Macam Fluida Reservoir
Fluida inkompresibel (Incompressible): adalah fluida dimana
volume dan density tidak berubah karena perubahan
tekanan (contoh : tidak ada).

b. Fluida sedikit kompresibel (Slightly Compressible):
adalah fluida dimana volume dan densitas berubah sedikit
karena perubahan tekanan (contoh : minyak mentah (crude
oil), air (water).

C. Fluida kompresibel (Compressible). adalah fluida yang
volume dan density banyak berubah karena tekanan
(contoh : gas)

Fluida inkompresibel:

v =0dan op

cP cP

=0

\ adalah volume, P adalah tekanan, dan adalah densitas

Fluida sedikit kompresibel:
Didefinisikan
.
VorP

—ch:d—V
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diintegrasikan

dV
I —cdP = -
P,r Vre'.f V
s dlV
—c dP =jm—
F Ve ¥V
V
ﬂ{P_Ew)=MV
: -
V
¢(By —P)=InV -InV, =In—
: - Vo
diekponensialkan M 0]
‘-'{P.:L'I_P} { - L
-

Jadi

Ekspansi deret

X } ’ xn
e’ =l+x+—++ —
! n!
Jadi _
exp {ﬂ(ﬂq' - P)} = ¢\ F)
(P, —P)
:1+C(PHT- _P)+ (. 1'1’-_.f ::l
: 21!
kecil
dighaikan
Sehingga

e Z14e(p,, - P)

Fe
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Atau
=V oo exp{c(ﬂq- —P)}

=V, {1 +e(P, - P)}

Dengan cara yang sama untuk densitas p

__%p
== o
p=Pus {L+e(By ~P)|

Keterangan: 20
P : Tekanan (psia)
v : Volume pada tekanan P(ft?)
P.; Tekanan awal (psia)
vV, Volume fluida pada tekanan awal (ft°)
C . Koefisien kompresibility isothermal
yo, : Densiti pada tekanan P (Ib/ft?)

P  Densiti pada tekanan awal (Ib/ft°)

I 1(éz
c,=——-—
«p zlor),

5.1.2 Macam Aliran Fluida Reservoir
- Aliran steady state : tekanan konstan pada setiap lokasi

(%) o
ot J.

- Aliran unsteady state / transient flow : kondisi fluida yang

Fluida kompresibel:

g adalah gas

reservoir

i adalah lokasi

mengalir dimana gradien tekanan pada setiap posisi pada
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Analisa Testing Sumur (Well Testing Analysis)

reservoir konstan (tidak nol).

)<

ot .
C adalah konstanta

- Aliran semi steady state / pseudo steady state : tekanan pada
lokasi yang berbeda dari reservoir merupakan fungsi linier dari

waktu. o
2 J=F i
[ﬁr] / (’ )
t adalah waktu

5.1.3 Geometri Reservoir

Bentuk reservoir mempengaruhi sifat aliran
Sifat-sifat Aliran
- Aliran radial:

sumur

arah
aliran

AA A AA

YYYY

Gambar 5. 1 Aliran radial

131




MATEMATIKA TERNIK

- Aliran linier:

P

>
>
>
>

b.

Gambar 5. zgiran linier

- Aliran bola (spherical) atau setengah bola (hemispherical):

VN

Garnbar 5. 3 Aliran berbentuk setengah bola

\W/
I\

Gambar 5. 4 Aliran berbentuk bola

5.1.4 Jumlah Fluida yang Mengalir dalam Reservoir

- Aliran single fase (minyak, air atau gas)

- Aliran 2 fase (minyak dan air, minyak dan gas, atau gas dan
air)

- Aliran 3 fase (minyak; air dan gas)
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Tambahan: Satuan

Massa:
1 kilogram = 1000 gram

Panjang:

1 meter = 3,28 ft

waktu :

1 jam = 60 menit = 3600 detik
volume :

1 barrel = 1 bbl = 158.987 liter = 9702 in3 = 5.615 ft3 = 0.159 m3
=42 US gallon = 34.972 Imperial gallon.

permeabilitas (satuan luas) :

lTdarcy=1d= 10~12m2

tekanan :

1 psi = 6.894x103 Pa = 6.894x103 N/mZ2

viscositas :

1 poise=1p=10"T1 Ns/m2

densitas :
1 gramfcm3 = 1000 kgfm3
temperatur :
T, =T, +469°
T, =T.+273

R (Rankine), F (Fahrenheit), K (Kelvin), dan C (Celcius).

RANGKUMAN
Sifat Reservoir Primer (Primary Reservoir Characteristic)

Macam fluida reservoir . incompressible, slightly compressible,
dan compressible

Macam aliran fluida reservoir : keadaan steady, unsteady,
dan semi steady

Geometri reservoir : aliran linier, radial, bola dan setengah bola

133




MATEMATIKA TERNIK

e Jumlah fluida yang mengalir dalam reservoir : satu, dua dan
tiga fase

UJI CAPAIAN PEMBELAJARAN

1.  Apakah arti fluida kompresibel, sedikit kompresibel dan
tidak kompresibel.
serta berikan contoh-contohnya ?

2. Apakah arti keadaan aliran steady, unsteady dan semi
steady ?

3.  Apakah arti aliran linier, radial, bola, dan setengah bola ?

4. Apakah arti fluida satu, dua dan tiga fase, berikan contoh-
contohnya ?

BAHAN DISKUSI

1. Mengapa tidak ada fluida tidak kompresibel ?
2.  Termasuk fluida apakah crude oil ?

3. Termasuk fluida apakah gas alam ?
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BAB 6
PERSAMAAN ALIRAN FLUIDA

Staﬁlar Kompetensi

1. Mampu menerapkan llmu dasar, komunikasi dan pendukung ilmu
perminyakan dan atau panas bumi (CPP 1)

2. Mampu menerapkan pemikiran Logis, Kritis, Sistematis, dan inovatif

dalam konteks pengembangan atau implementasi ilmu pengeta-

huan teknologi Perminyakan dan atau panas bumi (CPKU 1)

Kompetensi Dasar

Mampu memahami tentang sistem, merumuskan model matematika
dan mencari solusi sistem yang berhubungan dengan Teknik Permin-
yakan dan Panas bumi (CPP1)

Indikator
Mahasiswa dapat mengerti penurunan rumus Darcy dari Persamaan Na-

vier Stokes.

Deskripsi

Penggunaan hukum Darcy pada perhitungan debet dan
kecepatan aliran fluida sering di- pakai. Pada bab ini dijelaskan
penurunan rumus Darcy. Penggunaan Rumus Darcy untuk
aliran linier dan radial dan untuk beberapa macam fluida, dari
referensi (Ahmed, 2011) & (Ahmed & Meehan, 2012)




MATEMATIKA TERNIK

6.1 Persamaan Navier - Stokes

ov
p =-VP+V .T+ f
ot

Merupakan kekekalan momentum pada suatu fluida dan aplikasi
hukum Newton ke2 pada suatu kontinum, dimana :

. kecepatan aliran

- densiti fluida

- tekanan

: komponen tensor stress total (tensor orde 2)

: gaya (tiap satuan volume) yang bekerja pada fluida

% - operator del

f bisa berupa gaya pada badan (gaya tiap satuan volume), misal
gaya gravitasi atau gayacentrifugal.

== 44D T =

Ketika fluida diasumsikan incompresible, homogen dan
Newtonian, p adalah konstanta kecepatan dinamik (kecepatan
dinamik yang konstan). Bentuk shear stress:

2
V.T=uN"v,
F 0
VvV~ adalah vektor laplacian
- Y
ov
o, + v.Vy
ffi, convective aeceleration
unsteady acceleration
\ inersia | pervolume | J
3
= Vo  +v.Vv+ f
e o -
pressure gradient VESCOSHY other body forces

v
divergence of stress
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Persamaan Aliran Fluida

1
Derivative %aterial didefinisikan sebagai operator (per definisi):

D ¢
RN
Dt ot
p O
p—=-Np+N>v+ f
Dt

Persamaan diatas mencerminkan hukum Newton ke 2.
Untuk aliran stationer, bergerak pelan (creeping) dan incompressible

D(pu;)

Dt

Maka Persamaan Navier-Stokes disederhanakan menjadi Persaman
Stokes
BP+uNVu +p g =0

L . viscositas

u _kecepatan pada arah i

g, _komponen gravitasi pada arah i
P : tekanan

@ rositas

k

i _tensor permeabilitas orde ke 2

Asumsi gaya hambat viscositas adalah linier dengan kecepatan
pvlur. =_('kfj)_] HPU ;

Ei akan memberikan kecepatan pada arah n.
~(k;) " pou; =—0,P + pg,

Dikalikan dengan -k,

kt’ﬁt’ﬁgﬁk }_] ‘ul';ﬂl! =_'k (ap_pg )
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k, .
k. (kj..)_] u, =——(d.P-pg
L ! #ﬂs( )
k, (k)" =6 _ fungsi delta dirac

k .
K, (kfj;' )_]u_;' :_;;&(6fp_pgf )

[I'"

u, =——2=

: (0,P-pg, ) uadalah kecepatan pada arah n dikali
Ho dengan ¢

Kecepatan (v) adalah kecepatan efektif «, dikalikan porositas ¢

V=“n¢=_hj (afp_pgj)
1

Bntuk media porous isotropic permeabilitas bukan lagi tensor orde
2 tetapi menjadi orde 0 atau saklar, dimana yang bukan diagonal

utama pada permeabilitas adalah nol, dan elemen diagonal utama
sama.

k. =0 untuk i #j

Dimana

fi i

Ji i

v=—£(‘FP—pg) ...... Hukum Darcy
u
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Persamaan Aliran Fluida

Earsamaan Aliran Fluida (Sifat Fluida dalam reservoir)

Hukum Darcy (Darcy Law) adalah hukum dasar dari gerakan fluida
pada media berpori. Kecepatan dari suatu fluida homogen pada
suatu media berpori sebanding dengan gradien tekanan dan
berbanding terbalik dengan viscositas fluida.

. kecepatan (cm/s)

- laju aliran volumetric (cm?/s)

. luas penampang lintang batuan (cm?)

- adscositas fluida (centipoise)

P/dx : gradien tekanan (atmosfir/cm) dalam arah yang sama
dengan v dan g

- konstanta bantuan, permeabilitas (Darcy)

O > o <=

o

Tanda negatif (-) karena gradien tekanan negatif atau tidak searah
dengan aliran.

6.2 Percobaan Darcy

Hukum Darcy adalah persamaan yang diturunkan secara
fenomenologis menggam- barkan aliran fluida melalui media
berpori. Hukum ini dirumuskan oleh Henry Darcy berdasarkan
hasil percobaan pada aliran air melalui media pasir. Hal ini juga
membentuk dasar ilmiah permeabilitas cairan yang digunakan
dalam ilmu-ilmu kebumian. Meskipun Hukum Darcy (ekspresi
dari kekekalan momentum) ditentukan secara eksperimental
oleh Darcy, telah diturunkan dari Persamaan Navier Stokes.
Hukum Darcy digunakan untuk menggambarkan aliran minyak,
air, dan gas melalui reservoir petroleum.Hukum Darcy adalah
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pernyataan matematika sederhana dan merangkum beberapa
sifat :

1.

Jika tidak ada gradien tekanan pada suatu jarak tertentu,
maka tidak ada aliran yangmuncul.

Jika ada gradien tekanan, aliran akan muncul dari tekanan
tinggi menuju tekanan rendah (arahnya berlawanan dengan
naitknya gradien, oleh sebab itu ada tanda negatip pada
hukum Darcy).

Untuk gradien tekanan yang besar, maka debit juga besar.

Hukum Darcy hanya berlaku untuk aliran lambat dan

viscous, sebagian besar aliran airtanah termasuk dalam
katagori ini.

Q masuk

A

//

luas penampang A Ah
\
A

Q keluar

\A/ datum Y Y

Gambar 6. 1 Percobaan Darcy

Aliran Tunak (Steady State Flow)

1.
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Aliran linier (Linear Flow)
Penurunan rumus dari hukum Darcy untuk aliran linier
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5 R
— —
dx
| L >
Gambar 6. 2 Aliran linier
yo4__kadP
A 1 dx
L WY
4 1
diintegrasikan . :
ij e = =] P
440 udn
LG N
A JIR
q k
1r=-=(r-R
Li--t(p-p)
~2(r-B)
L -

Konstranta normalisasi 0,001127 didapatkan dari
penyesuaian satuan. Maka persamaan menjadi:

qzﬂ,ﬂ[]llil’?k—A(H -PB)
pL )

Aliran Radial (Radial Flow)
Penurunan rumus dari hukum Darcy untuk aliran radial
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dr

pusat sumur

B

e e

Gambar 6. 3 Aliran Radial

Hukum Darcy
q__k4b

A 1 dx

gadalah luas selimut silinder adalah keliling lingkaran
dikalikan tinggi silinder
A=2nxrh

Persamaan darcy menjadi:

§ L&
2arh  u dr

Tanda + karena radius naik dengan kenaikan tekanan

q j!z-gzi E-dP
2rrhYn r  u 'k
q _tnr Y=Xip _
2.?2'}‘15! (lnre' ]'n‘rln )_ #(E’ 'P'ﬂ)
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1 [lni}i(ﬁ. -P,)
2arh 1, 7

- 2zkh(P, - P,)

q

win Lo
P

W

Tambahan untuk kedua rumus diatas adalah L untuk panjang

reservoir linier, h adalah tinggi reservoir radial. Sedangkan indeks
w menyatakan sumur / well sedangkan indeks e menyatakan titik

yang ditinjau diluar sumur.

Aplikasi hukum Darcy dari aliran linier dan radial dibedakan

antara fluida yang kompresibel, sedikit kompresibel dan tidak

kompresibel. Diperlukan penurunan rumus-rumus untuk kasus-

kasus yang berbeda diatas dan tergantung dari sistem yang sedang

dipelajari.
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